Das Spatprodukt

Klaus-R. Loeffler

0.1 Definition und geometrische Bedeutung
Man betrachte die folgende Abbildung von R3 x R3 x R? — R3 : (@,b,¢) — (@ xb)-¢
Dabei wird das Bild von (@, b, @) abkiirzend als [@ b & notiert und als Spatprodukt der Vektoren
a, b, ¢ bezeichnet.
Sind die Vektoren a, g, ¢ linear unabhéngig, so spannen sie einen nicht ausgearteten Spat auf.

Synonyme zu Spat sind Parallelepiped bzw. Parallelfiach.

e Die Grundfliche des Spats ist ein Parallelogramm, das von den Vektoren @ und b aufge-
spannt wird, ihr Fldcheninhalt g betréigt also ||a@ x b]|.

e Da die Hohe (mit Lénge h) die Richtung a x b hat, bildet sie mit dem Vektor ¢ einen Winkel
a, dessen Kosinus den Wert ﬁ hat; es ist also h = ||¢]| - | cos(a)].

e Fiir das Volumen V des Spats gilt V = ¢ - h und somit V = ||@ x b]| - ||| - | cos()];
Somit ist V = [|(@x b) - @] = |[@ b 7.



0.2 Algebraische Eigenschaften

(1) Das Spatprodukt von @, l;, ¢ lasst sich als Determinante der Matrix errechnen, deren Spalten aus
den Komponenten der Vektoren @, b, ¢ bestehen; sind also a;, b;, c;(i = 1,2,3) die Komponenten

der Vektoren @, b, ¢, so hat man:

al b1 C1
[@bcl=|ax by c2
az by c3
Beweis:
ar b1 c1 agbs — azbs c1
[Ei b 5] = ( as X b2 ) . C9 = a3b1 — a1b3 . C2
as b3 c3 arby — azby c3

= a2b361 — (IngCl + (Igblcz — a16362 + a1b203 — a2b103

a1 b1
=a - (bgCg — b3€2) + ay - (bgcl — blcg) + as - (blcz — bQCl) = a9 b2 Co
a3 bz c3

(2) Das Spatprodukt ist invariant gegeniiber zyklischer Vertauschung und geht bei Vertauschung von
zwei der Operanden in die Gegenzahl {iber:

ef@bd=[pca=[cab; [cbal=[bad=I[ach
ebdd=—[abd
Der Beweis folgt unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften der Determinante oder durch
Nachrechnen mit Komponenten analog zum Nachweis von (1).

0.3 Ergdnzungen (ohne Beweise)
0.3.1 Lineare (3,3)-Gleichungssysteme: Cramersche Regel

a1z + b1y +c1z =dy
Fasst man beim linearen Gleichungssystem asx + boy + coz = do  die Koeffizienten spaltenweise zu-
asx + by + c3z = ds

al b1 C1 dl
sammen zu den Vektorena=| ao |, b=\ bs |, c¢=1| co |,d=| do |, so gilt:
as bs 3 ds

Genau dann hat das Gleichungssystem genau ein Losungstripel (x,y, z), wenn das Spatprodukt [a@ b a
. N o7 . N . dbéd [@de [@bd
verschieden von null ist; im Falle [@ b ¢] # 0 ist das Losungstripel ([a T GEd GEd ).

0.3.2 Multipikationssatz fiir Spatprodukte
Sind a, 5, c, J: €, f Vektoren des Raums R3, so gilt die folgende Identitit:

a-d @a-ée a-f
@bd-[defl=|b-d b-¢ b-f
¢-d ¢é ¢ f
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