Das Kreuzprodukt

Klaus-R. Loeffler

0.1 Problem und Hinfiihrung

Zu zwei Vektoren @, b des Raums R3 wird ein Vektor & gesucht, der zu @ und b orthogonal ist.

Eine triviale Losung, welche die Bedingungen @ * ¢ = 0 A bxc=37 erfiillt, ist offenbar ¢ = o.

Mit den Komponenten-Bezeichnungen

aq b1 c1
a=1| a |, b= by |, =1 ¢
as b3 c3

ist dann notwendig und hinreichend fiir die verlangte Figenschaft von ¢ :

(1) aicy + asco + azc3 =0
(2)  bicy + bacg + bges = 0.

Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit b; und der zweiten mit —a; erhlt man
a1b101 + a2b102 + a3b103 =0A —a1b101 - a1b262 — a1b363 =0
Addition der Gleichungen eliminiert ¢; und ergibt

(CLle — a1b2)02 + (a3b1 — a1b3)03 =0



So wie in der Gleichung ax + by = 0 sofort die spezielle Losung (z,y) = (b, —a) abzulesen ist,
sieht man hier als spezielle Losung

Cy = a3b1 - a1b3, C3 = a1b2 — agbl.
Einsetzen von ¢y und ¢3 in (1) ergibt nach Zusammenfassen und Ausklammern
a1b1(01 — ashs + a3b2) = 0.

Diese Gleichung ist offensichtlich erfiillt, wenn ¢; den Wert asbs — agbo hat.

azbs — agby
Der Vektor ¢ = | agby — a1bs ist also orthogonal zu @ und b.
a1bs — agby

Bezeichnung: Der derart aus den Komponenten von @ und b zusammengesetzte Vektor wird in

der Form @ x b notiert. Man hat damit eine weitere Verkniipfung von Vektoren definiert, fiir die
man das Operationszeichen X (gelesen ,kreuz*) verwendet:

a b1 azbs — asbs
(3) as X b2 = a3b1 — albg
as b3 arby — azby

0.2 Rechenregeln beim Kreuzprodukt

Das Ergebnis der in (3) definierten Verkkniipfung wird Kreuzprodukt (oder Vektorprodukt) von @ und b
genannt. Dabei rechtfertigt sich die Bezeichnung als Produkt z.B.aus den nachfolgend in Kurznotation
aufgefiihrten Rechenregeln 3. und 4. (in der Art von Distributiv- bzw. Assoziativgesetz):

Sy

2. Naers Nieps @ x b= —bxa
3. Naers Npegs Nieps @ X (b+0) =axb+adaxé
4. Nrer Naers /\B'eRS (rd) x b=r(@xb)

Der einfache Nachweis der Eigenschaften erfolgt durch Einsetzen der Komponenten geméafl der Defi-
nition.

0.3 Ein Zusammenhang zwischen Kreuzprodukt und Skalarprodukt

-, =, -,

Berechnet man mithilfe der Komponenten (@ x b) x (@ x b) + (@ * b)?, so erhilt man

asbs — asby asbs — asbs al by
agb1 — a1bs * asb1 — a1bs + ( as * bo )2
airbs — ashy arby — agbq as b3

= (agbs — azby)?® + (azby — a1b3)? + (a1by — aghy)? + (arby + asbs + asbz)?

Nach dem Auflésen der Klammern heben sich die Terme der Form 2a;a;b;b;(i,j = 1,2,3;7 # j)
gegenseitig auf, so dass bleibt:

3 3 3
(@ x b)* (@ x b)+ (@ b)? = Z a?b? :Za?-zb? = |lal[* - |[2]|>
=1 j=1

ij=1



Somit ist
3
1@ > blI> = ) afb? = ||al|® - []Bl]* — (@ = b)>.
ij=1
Bezeichnet man mit o den von @ und b eingeschlossenen Winkel, dann ist @ b = ||| - ||b]] - cos(e),
1@ bl[* = [[a]f* - [[b]|* - (1 = cos®(a)) = [[a][* - [[b]|* - sin*(ax),
und daher [|@ x b|| = ||@|| - ||b]| - | sin(c)|.
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Wird mit « im oben dargestellten von @ und b aufgespannten Parallelogramm der Winkel BOA be-
zeichnet, dann betrégt die Hohe h = ||d|| - sin(«); fiir den Flidcheninhalt F' erhdlt man also

F=|[6l]-h = llal| - B]| - sin(a) = 1@ x 8]



