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Kapitel 0

Vorbemerkung

Die vorliegende Zusammenfassung gibt die wesentlichen Teile aus einem Leistungskurs Mathematik wieder, den
ich ich Anfang der Neunzigerjahre des letzten Jahrhunderts am Leichlinger Gymnasium abgehalten habe. Da-
mals umfasste der Leistungskurs noch sechs (anstatt fiinf) Wochenstunden und begann bereits mit dem zweiten
Halbjahr der Stufe 11. Ich bin meinem damaligen Schiiler Sascha Albers sehr dankbar dafiir, dass er die In-
halte dokumentiert hat, und habe nun - fast zwanzig Jahre nach Beginn dieses Leistungskurses - neben dieser
Vorbemerkung noch in einem Anhang die Aufgabenstellungen aller Klausuren aus den fiinf Kurshalbjahren
hinzugefiigt. Wahrend die Beweise in der von Sascha Albers vorgenommenen Zusammenstellung konsequent
weggelassen wurden und bei Interesse ja in der Standardliteratur nachzulesen sind, wurden hinter den Klausur-
aufgaben in einem weiteren Kapitel die kompletten Losungen zu diesen Aufgaben angegeben - zumal ja ein Teil
der Leser vielleicht auch den Erwartungsrahmen bei diesen Aufgaben kennenlernen méchte.
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KAPITEL 0. VORBEMERKUNG



Kapitel 1

Mathematik 11 /2

1.1 Klausur Nr. 1

1.1.1 Definitionen aus der Topologie

e Eine Menge M der Ebene heifit ,, Umgebung von a“, wenn es eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt a gibt, die
ganz in M liegt.

e 3 heifit ,innerer Punkt von M“ :<= M ist Umgebung von a.
(Menge aller inneren Punkte: M°; ,, Kern von M*)

e Das Komplement von M (in Zeichen M ) besteht aus allen Punkten der Ebene die nicht zu M gehdoren.

e a heifit ,Randpunkt zu M“ :<=> in jeder (noch so kleinen) Umgebung von a gibt es mindestens ein Element
von M und mindestens ein Element von M.
Menge aller Randpunkte: OM; ,,Rand von M.

a heifit , Haufungspunkt zu M“ :<=> in jeder Umgebung von a liegen mindestens zwei Punkte von M.
(Menge aller Haufungspunkte: M’)

a heifit ,Beriihrpunkt zu M* :<=> in jeder Umgebung von a liegt mindestens ein Element von M.
(Menge aller Beriihrpunkte: M; , Hiille von M*).

1.1.2 Die Rechengesetze in Q
Gegeben sei eine Menge M mit der Verkniipfung o:
1. Fiir je 2 Elemente a,b € M liegt auch a o b in M.
2. Kommutativgesetz: Fiir a,b € M gilt aob="0boa
3. Assoziativgesetz: Fiir a,b,c € M gilt: (aob)oc=ao(boc)
4. Das neutrale Element

(a) Es gibt in M ein neutrales Element n; fir alle a € M gilt aon =a
(b) Zu jedem a € M gibt es ein b € M mit ao b = n.
Bezeichnung: b = a~*

Wenn die Punkte 1-4 erfiillt sind, dann heiffit M beziiglich o eine kommutative Gruppe.

(Q,+) kommutative Gruppe
(Q*, ) kommutative Gruppe
(Q,+, ) kommutativer Kérper ¢ Fiir alle a,b,c € @ gilt
a-(b+c)=a-b+a-c
(Distributivgesetz)

In Q ist eine Relation < erklart: a <b<=0<b—a

11
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1.1.3 Eigenschaften in <
1. a £ a (antireflexiv)
2. a < b= b £ a (asymmetrisch)

3. (a<bund b < ¢) = a < c (transitiv)

1.1.4 Betrage
o] = { z, falls z >0
—z, falls z < 0
Rechenregeln:
L Agerlzl € R
2. || >20;=0<=2=0
3. |z -yl = [af - [yl
4. |z +y| < |z| + |y| (,Summenungleichung*)

5. |la] = b]| < ]a —b| (,Differenzenungleichung)*

1.1.5 Polynome

Ein Polynom ist ein Term der folgenden Form:

anx™ 4 ap 12"+ - 4 agz® + a1z + ag (Normalform)
Wobei folgendes gilt:

n € Ny

Apy A1, ", 02,09 € R (Koeffizient des Polynoms)

Falls a,, # 0, heiit n der Grad des Polynoms.

1.1.6 Der Grenzwertbegriff

Vor.:
f:A—=>R
ceRAXER
c € A'(d.h.c ist Hiufungspunkt zu A)

Def.: f hat bei ¢ den Grenzwert A
<= Fir jedes € € R, gibt es ein § € R4, so dass fiir alle
x aus AN)e — 6, ¢+ 6[\{c} gilt:
fx) eI —e, A +¢]
lim f(x) =\

Tr—c

1.1.7 Das Aquivalenzprinzip

Vor.:
f:A—=>R
ceR;NER
g:A—>R
z flz)— A
Beh.:

lim g(z) = 0 <= lim f(z) = A

r—cC T—C

Beweis:

KAPITEL 1. MATHEMATIK 11/2
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1.1.8 Majorantensatz fiir Grenzwerte
Vor.:

f,g:A— R
ce A
lim g(x) =0

Tr—cC

N (@) < lg(x)]

z€A\{c}
Beh.:
lim f(z) = 0

Tr—cC

Beweis:

1.1.9 Definition: Beschrinktheit von Funktionen

Def.: f beschrinkt
<= Es gibt ein r € R, so da8 fiir alle z € A gilt: |f(x)] < r.
oder
<= Es gibt ein r € R, so daB gilt: W; C [r, —7]
Def.: f beschrinkt iber dem Intervall |u,v]
<= Es gibt ein r € R, so da8 fiir alle z € ANju, v[ gilt: | f(z)] < 7.

1.1.10 EinschlieBungssatz fiir Grenzwerte

Vor.:
f,g,h: A— R
ce A
lim g(«) = lim h(z)(=: A)
N\ 9(@) < fla) < h(z)
z€A\{c}
Beh.:
lim f(z) = A
Beweis:

Allgemein gilt: Ist f eine ganzrationale Funktion (d.h. f(x) ist ein Polynom) und c ist ein Hiufungspunkt (c € A’),
so gilt stets:

lim f(z) = f(c)

Tr—c

1.1.11 Definition: Stetigkeit
Vor.:

f:A—=>R
ce AnA

f stetig an der Stelle ¢

) 1. f hat bei ¢ einen Grenzwert
2. Dieser Grenzwert ist f(c)

Liegt ¢ in A\ A’, ist ¢ also isolierter Punkt, so ist f auch an dieser Stelle stetig
Eine Funktion heifit stetig, wenn sie an jeder Stelle ¢ der Argumentmenge stetig ist
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1.1.12 Definition: Differenzierbarkeit

Vor.:
fiA—=R
ce A'nA
g(z) = f@) = 1) (Differenzenquotient)
xr—c

f heit ,differenzierbar an der Stelle ¢“ genau dann, wenn g bei ¢ einen Grenzwert hat; dieser Grenzwert wird
als Ableitung an der Stelle ¢ bezeichnet (f'(c)).

1.1.13 Waurzelregel fiir Grenzwerte

Vor.:

f:A—R
ce A
ANER

N fl@) =0 (W; € Ry u{0})
€A

lim f(x) =\

Tr—cC

Beh.:

1.A>0
2. lim /f(z) = VA

T—C

Beweis:

1.1.14 Positivitiatssatz fiir Grenzwerte

Vor.:

f:A—>R
ce A
AERy
lim f(xz) = A

r—cC

Beh.: Es gibt ein § € R4, so dass fiir alle z €]c — d,¢+ 6[NA\ {c} gilt: f(z) >0
Beweis:

1.1.15 Lokaler Wachstumssatz
Vor.:

f:A—=>R
ccAnNA
f bei ¢ differenzierbar

fie)>0

Beh.: Es gibt ein § € Ry, so dass fiir alle z €]c — §, ¢ + §[NA gilt:
1. firz < c: f(z) < f(c)
2. firx >c: f(z) > f(c)

Beweis:
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1.1.16 Reziprokenregel fiir Grenzwerte

Vor.:

f:A—=>R
ce A
Ae R,
lim f(xz) = A

r—cC

A f@)>0

z€A\{c}
g:A\{c} =R

1
e

f(z)
Beh.:

1
lim g(z) = X

Tr—cC

Beweis:

1.1.17 Ableitungsregeln

Reziprokenregel
Vor.:
fila,b) = R
¢ € [a,b]

f bei ¢ differenzierbar

Wy ist Teilmenge von R
Beh.:

1. % bei ¢ differenzierbar

Produktregel

Vor.:
fgtlabt] = R
c € la, b

f, g bei ¢ differenzierbar

Beh.:

1. f - g bei c differenzierbar

2. (f-9)(c) = f'(c) - g(c) + fle) - ¢ ()
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Quotientenregel
Vor.:
fyg:a,b) = R
)\ g9(x) #0
z€A
¢ € [a,b]
f, g bei c¢ differenzierbar
Beh.:
1. g bei ¢ differenzierbar
!
f _ J(e)g(0)—f(c)g'(c)
2. (E) ()= )
Faktorregel
Vor.:
fila,b] = R
¢ € la, b
f bei ¢ differenzierbar
keR
Beh.:
1. k- f bei c¢ differenzierbar
2. (k- f)(c) =k f'(c)
Summenregel
Vor.:
fyg:la,b) = R
c € la, b
f, g bei ¢ differenzierbar
Beh.:
1. f + g bei ¢ differenzierbar
2. (f+9)(c) = f(c)+4(c)
Potenzregel
Vor.:
fila,b) = R
¢ € [a,b]
neN
= z"
Beh.:

1. f bei c differenzierbar

2. f'lc)=n-c"!

Beweise: [konnen]

KAPITEL 1. MATHEMATIK 11/2
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1.1.18 Die Verallgemeinerung der 3. Binomischen Formel

[-siehe 2.1.23, Seite 28]

1.1.19 Definition: nach oben beschrinkt (Mengen)

Def.: M nach oben beschrdnkt

<= Es gibt ein s € R, so daB fiir alle x € M gilt: z < s.
Die Zahl s heifit in diesem Fall ,,eine obere Schranke zu M*
Der Begriff ,juntere Schranke“ wird analog definiert.

1.1.20 Definition: Maximum von Mengen
Vor.:

MCR
seER

Def.:

1. s ist obere Schranke zu M

s Maximum von M :<— { 9 se M

1.1.21 Vollstindigkeitsaxiom

Jede nicht leere, nach oben beschréankte Teilmenge von R hat eine kleinste obere Schranke. Diese wird als
»Supremum von M bezeichnet (gréfite untere Schranke: ,, Infimum von M*).

1. s ist obere Schranke zu M
s = sup M:<= < 2. Jede Zahl die kleiner ist als s,
ist keine obere Schranke mehr.

1.1.22 Axiom des Archimedes

Zu jeder positiven reellen Zahl gibt es einen Stammbruch, der kleiner ist.

1.1.23 Nullstellensatz

Vor.:
f:a,b] = R, stetig
fla) <0< f(b)
Beh.:
f hat mindestens eine Nullstelle
Beweis:

1.2 Klausur Nr. 2

1.2.1 Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen

Vor.:
f:a,b] = R, stetig
AER
fla) <A< f(b)
Beh.:

Es gibt ein £ € [a,b] mit f(§) = A
Beweis:
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1.2.2 Definition: Fixpunkt
Vor.:

f:A =R
ceR

Def.: ¢ heifit Fizpunkt von f
<= f(c) =c.

1.2.3 Fixpunktsatz fiir stetige Funktionen

Vor.:
f:]a,b] = R, stetig
W; C [a,b] (also: /\ f(z) € la,b])
z€Ja,b])
Beh.:
f hat mindestens einen Fixpunkt
Beweis:

1.2.4 Satz von Bolzano - Weierstrass

Jede unendliche, beschrinkte Menge reeller Zahlen hat mindestens einen Haufungspunkt.

1.2.5 Satz iiber die Beschrinktheit stetiger Funktionen auf abgeschlossenen In-

tervallen
Vor.:
f :]a,b] = R, stetig
Beh.:
f ist beschréankt
Beweis:

1.2.6 Satz vom Minimum und Maximum stetiger Funktionen

Vor.:
f:a,b] = R, stetig
Beh.:
f hat Maximum und Minimum
Beweis:

1.2.7 Definition: Minimum und Maximum von Funktionen
Vor.:
f:]a,b] = R, stetig

Def.:
1. max f := max Wy
2. min f := min Wy
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1.2.8 Definition: Hochpunkt von f
Vor.:

f :]a,b] — R, stetig
c € la, b

Def.:
(¢, f(c)) ist ein Hochpunkt des Graphen f :<—= f(c¢) = max f

1.2.9 Satz von Rolle

Vor.:
f:a,b] = R, stetig
f differenzierbar iiber ]a, b]
fla)=f()=0
Beh.:
Es gibt ein £ €]a, b mit f(§) =0
Beweis:

1.2.10 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Vor.:
f:a,b] = R, stetig
f differenzierbar iiber ]a, b[
Beh.: ,
Es gibt ein ¢ €]a, b[ mit W = f'(&)
Beweis:

1.2.11 Definition: isoton
Vor.:

fiASR
Def.:

frisoton = N\, ;ca(r < s= f(r) < f(s))

1.2.12 1. Folgerung aus dem Mittelwertsatz

Vor.:
f:]a,b] = R, stetig
f differenzierbar iiber ]a, b]
N @) =0
z€a,b|
Beh.:

f ist konstant
Beweis:
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1.2.13 2. Folgerung aus dem Mittelwertsatz: Globaler Wachstumssatz

Vor.:
f:a,b] = R, stetig
f differenzierbar iiber ]a, b]
/\ f(z) >0
z€a,b|
Beh.:
f ist streng isoton
Beweis:

1.2.14 Kurvendiskussion

Hinreichendes Kriterium zum Vorliegen eines Tiefpunktes

Vor.:

fiA—R

ce A°

f bei ¢ zweimal differenzierbar

f"(e) > 0;f'(c) =0
Beh.:

Der Graph von f hat bei ¢ einen relativen Tiefpunkt

Beweis:

Kriimmungsverhalten
e f" antiton: Graph(f) rechtsdrehend

e f’isoton: Graph(f) linksdrehend

1.2.15 Die Kettenregel der Differentialrechnung
Vor.:

f : Af — R

g:A; =+ R

ce A} N Af

f bei ¢ differenzierbar
fle)e Agn A

g ist differenzierbar bei f(c)
Wy C Ag

Beh.:
g o f bei c differenzierbar

1.
2. (go f)(e) =¢'(f(e) - f'(c)

Beweis:

1.2.16 Definition: Umgebung von oo

Def.:
M Umgebung von oo
= \/TER]T’ OO[Q M
<= Es gibt einen Oberabschnitt von R, der ganz in M liegt
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1.2.17 Definition: injektiv

Vor.:. f:A— R
Def .

finjektiv = A, ,ea (@ #w= f(z) # f(w))

1.2.18 Definition: Umkehrfunktion
Vor.:

f+ A— R, injektiv
g: Wy =R

Def.:
g Umkehrfunktion zu f <= N\, c19(f(z)) =2

1.2.19 Die Exponentialfunktion exp

Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion lautet:

g(t+h)=g(t)-g(h)

Die Eigenschaften

Vor.:
g : R — R, differenzierbar
N\ 9(u+v) =g(u)-g(v)
u,VER
9(0) =1;9(1) =t e
Beh.:

1. Nger9(x) >0

3. Naer Nnen 9(n - x) = (9())"

Beweise:
Satz
Vor.:
f:R—R
f0)=1
N flu+v)=f)- fv)
u,vER
f differenzierbar bei 0
f(0)=1

Beh.: Die Funktion ist iiberall stetig

21
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Die Rechenregeln

fl) = f(lr)

f(=z) = m
fenea) = (F@)"
1(2a) = (1(2))

i) = f(]q))

Die Ableitung zu exp(z) ist: exp(z), d.h.: f'(z) = f(x)

Abschitzung von e

n n+1
<1+1> <e<<1+1>
n n
(1+3) <1
O<e— (14— < =
n n
1.2.20 Die Funktion In

Die Funktion In ist die Umkehrfunktion zu exp.
Thre Funktionalgleichung lautet:

In(a) + In(b) = In(a - b)

Die Ableitung von In an der Stelle x ist: %

1.2.21 Die Ableitung der Betragsfunktion
Die Ableitung der Betragsfunktion abs an der Stelle x ist: sign(x)



Kapitel 2

Mathematik 12/1

2.1 Klausur Nr. 1

2.1.1 Definition: Folge

Def.: Eine Funktion f: N — R heifit Folge.
Statt (a1, ag, as,---) schreibt man (a,).

2.1.2 Geometrische Folge
Vor.:

a,q € R*
a) ‘= a

/\ an4+1 = (- Qp

neN

Beh.: a, =a-¢" !

2.1.3 Arithmetische Folge
Vor.:

a,d € R
a1 :=a

/\ Gpt1 =0n +d
nenN

Beh.:a, =a+(n—-1)-d

2.1.4 Eigenschaften von Folgen

(an) nach oben beschrinkt

“= Vier Nnenan <
(ay) beschrinkt

— \/r,seR /\nEN an € [T’ S]
(ay) isoton

= /\
(ay) injektiv

= /\kmeN(ak =a, =>k=m)

nenN an < apt1

23
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2.1.5 Definition: Umgebung
Vor.:

a€R
MCR

Def.:

M Umgebung von a <= \/ la—e,a+e[C M

e€Ry

2.1.6 Definition: Grenzwert fiir Folgen

lim a, =\
xTr—r0o0

<= Zu jedem € € Ry gibt es ein r € R, so dass fiir alle n € N gilt:
n>r= a, €A —e, A +el
oder

/\EGR+ \/nOGN /\nGN(n 2 ng = |a”n - )\| < 6)

2.1.7 Definition: Gaufiklammer
[z] :==maz{z € Z|z < x}

2.1.8 Satz (Zusammenhang: Konvergenz und Beschrinktheit von Folgen)

Beh.:
1. Aus (a,) beschrénkt folgt nicht (a,) konvergent (z.B. a,, = (—1)")
2. (a,) konvergent = (a,,) beschrinkt

Beweis:

2.1.9 Satz
Vor.:

(ay,) isoton, beschrankt
Beh.:

1. (an) konvergent

2. lim a, = sup{a,)
&T—r 00

Beweis:

2.1.10 Definition: A < B
Vor.:

ABCR

Def.:
ALSB = NycalNoen @ <D
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2.1.11 Hilfssatz

Vor.:
A BCR,#0
A<B
Beh.:
sup A < inf B
Beweis:

2.1.12 Majorantensatz fiir Folgen

Vor.:
(ay) Folge, (b,) Nullfolge
/\ |an‘ < |bn|
neN
Beh.:
(a,) ist Nullfolge
Beweis:
2.1.13 Satz
Vor.:
A BCR
A,B#10
A<B
Beh.:
Genau dann gilt sup A = inf B, wenn es eine Folge (a,,) in A und eine Folge
(b,) in B gibt, so dass (b, — a,,) eine Nullfolge ist.
Beweis:

2.1.14 Merke 1
In(z) <z -1

2.1.15 Grenzwertsitze fiir Folgen
Summensatz, Produktsatz

Vor.:

Beh.:

{an +bp) — a+bd
(an - bp) — a-b

Beweis.:

25
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EinschlieBungssatz
Vor.:
(an) — a
(cn) = a

N\ an <bn <cn

neN
Beh.:

(bn) — a
Beweis.:
Reziprokensatz
Vor.:

(an) = a
a#0

/\ an #0

neN
Beh.:

1 1
—_ % —_

<an> a

Beweis.:
Wurzelsatz
Vor.:

(an) = a

/\ a, >0

nenN
Beh.:

a>0 A (Van) = Va
Beweis.:

2.1.16 Das Prinzip der vollstindigen Induktion

A(n) ist eine Aussage iiber n

KAPITEL 2. MATHEMATIK 12/1

Um zu zeigen, dass die Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen gilt, also:

N Al

neN

beweist man:

1. A(1)

2. Npen  (A(m) — A(m +1))
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2.1.17 Bernoullische Ungleichung
Vor.:

neN
a€R
a>—1

Beh.:
I+a)">14+n-a
Beweis.: [WICHTIG!]

2.1.18 Das Summenzeichen

Vor.:
ai,as,as,... € R
Def.:
1 n+1 n
E a; = a; und /\ E ai:E a; + Qp41
i=1 neEN  i=l1 i=1

2.1.19 Wichtige Summenformeln

. . n2+n
21) > i = 5
1=1

(2.2) ZiQ _ n(n+1)6(2n—|—1)

(2.3) ZZ‘?’ = %

Beweis:

2.1.20 Rechenregeln mit >

n n
(2.1) b- Z a; = Z b a; Distributivgesetz
i=1 i=1
(2.2) Z a; + Z b, = Z(ai + b;) Kommutativgesetz
i=1 i=1 i=1
(2.3) Zai + Z a; = Zai Assoziativgesetz
i=1 i=m+1 i=1
2.1.21 Satz
Vor.:
gl > 1
Beh.:

q" ist divergent

Beweis: [kénnen]
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2.1.22 Satz
Vor.:

gl <1
Beh.:

q" ist Nullfolge

Beweis: [kénnen]

KAPITEL 2. MATHEMATIK 12/1

2.1.23 Die Verallgemeinerung der 3. Binomischen Formel

Vor.:
g7 1
qg€ER
Beh.:
A Xn:qi _r ol
neN  i=0 q—1
Beweis:

2.1.24 ,,Brandt“-Satz
Vor.:

q7#1
a,q,d € R

(ap) wird definiert durch

a1 := a und /\ Ont1 =q -G +d
neN
Beh.:
n—1 d d
N an=q"""" at—)-—7
neN = q-

Beweis:

2.1.25 Definition: Zerlegung
Def.: Zerlegung

Eine Zerlegung < eines Intervalls [a, b] ist eine endliche Folge (xq, z1, T2, ..., Tp)

mita=zg<z;1<25<...<2,=0b

2.1.26 Definition: Unter- und Obersumme

Vor.:

f i [a,b] = R, beschrinkt
< sei eine Zerlegung von [a,b]

QS = (1‘0, T1,T2, ...,[En)
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Def.:

Upa) = Y (@i —io1) - inf flia,, o
i=1
(Untersumme von f zur Zerlegung <)

O(ro) = Y _(wi —wi 1) -sup f
i=1
(Obersumme von f zur Zerlegung <)

[Ti—1,2:]

2.1.27 Hilfssatz

Vor.:
A BCR,#0
ACB
B beschrankt
Beh.:
inf A>infB
Beweis:

2.1.28 Hilfssatz

Vor.:
f :la,b] = R, beschrinkt
& Zerlegung von [a, b]
Beh.:
U < O
Beweis:

2.1.29 Merke 2

(-4

2.1.30 Hilfssatz

Vor.:

f beschrinkt iiber [a, b]

S, Qo Zerlegungen von [a, b]

S entsteht aus & durch Hinzunahme eines weiteren Zerlegungspunktes
Beh.:

Uir,s2) 2 Uga)
Ot,52) < O(r,5)

Beweis:
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2.1.31 Hilfssatz

Vor.:
f:[a,b] = R, beschrankt
S, g Zerlegungen von [a, b]
Beh.:
Uts.s) = O,99)
Beweis:

2.1.32 Definition: Integral

Def.
/f = {U(t,9)|S Zerlegung von [a,b]}
/f = {O(4,9)|S Zerlegung von [a, b]}
Bemerkung;:

U := sup{U s 4|3 Zerlegung von [a, b]}
O := inf{O5,4|S Zerlegung von [a, b}
U<O=—supU <infO

<:>_/f§/_f

2.1.33 Definition: integrierbar
Vor.:

f :[a,b] = R, beschréinkt

Def.: f integrierbar <= f :]

(Unterintegral von f)

(Oberintegral von f)
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Der gemeinsame Wert von Ober- und Unterintegral heifit dann , Integral von f“.

2.1.34 Beispiel einer nicht-integrierbaren Funktion

f:00,1] =R
1, falls x rational
t 0, falls = irrational

Beh.: f nicht integrierbar
Beweis:
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2.1.35 Hilfssatz

Vor.:

ABCR
A B#(
A<B

Beh.: Die folgenden Aussagen (1) und (2) sind dquivalent:

(1) /\geRJr Viea Viyepb—a) <e

(2) supA =inf B

Beweis:

2.1.36 Riemannsches Integrabilitdtskriterium

Vor.:

f:a,b] = R, beschrénkt

Def.: f integrierbar
<= Fiir alle ¢ € R gibt es eine Zerlegung  von [a, b], mit (O(s.o) — Ur,g)) <€

31
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2.2 Klausur Nr. 2

2.2.1 Definition: Feinheit einer Zerlegung 3(d(g))

< sei eine Zerlegung von [a,b].
Unter der Feinheit von & versteht man:

max{z; —x;—1li € {1,2,3,..,n}}

2.2.2 Satz
Vor.:
f :]a,b] = R, integrierbar

(S,) Folge von Zerlegungen von [a, b]
(0(s,,)) ist Nullfolge

Beh.:

U(f,‘\‘fn) —)/f (n—>oo)

@mm*/f (n — o0

Beweis: [-zu kompliziert (Zitat Liiffler)-]

2.2.3 Definition: ,,Zerlegung mit Zwischenpunkten*
Y’ heiBt Zerlegung von [a, b] mit Zwischenpunkten, wenn gilt:

S = (1'0,5175(11,62,5(}2, ---,fm mn)

mita=z0<&§ <11 < <10 <&, <z, =0

2.2.4 Definition: ,,Riemannsche Summe R*

n

Ripan =Y (@i —wi1)- f(&)

=1
Offensichtlich gilt:
Uigs) < Ry < Oys)

Folgerung:
Wenn f iiber [a, b] integrierbar ist, (37,) eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit Zwischenpunkten und (J(g ))
eine Nulllfolge ist, dann gilt:

Rga) —>/f (n — o)

2.2.5 Hilfssatz
Vor.:
f:[a,b] = R, integrierbar
Beh.:
o) it < [ 1200 su(s)

Beweis:
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2.2.6 Satz
Vor.:
f:]a,b] = R,
a<c<b
Beh.:

(1) f integrierbar <= f|,,) integrierbar und f|. s integrierbar
b c b
(2) falls f integrierbar ist, gilt /f(x)dm:/f(w)dx—i—/f(x)dm
a a c
Beweis:

2.2.7 Merke 3

Vor.:
f:a,b] = R, integrierbar
Beh.:
1) [ s =0
a b
@) [ fado =~ [ fa)da
b a
2.2.8 Satz
Vor.:
f :la,b] = R, integrierbar
¢, d,e € [a,b] (in beliebiger Reihenfolge)
Beh.:
d e e
/f(x)der/f(x)dx = /f(:r)dx
c d c
Beweis:

2.2.9 Definition: Integralfunktion

f:a,b] = R, integrierbar

¢ € la, b
F:la,b] > R
x»—)/f(t)dt

F wird als Integralfunktion bezeichnet.
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2.2.10 Allgemeine Bestimmung des Integrals einer bestimmten Funktion

Aufgabe:
b
Bestimme / cx’dx

Liisung:
b

/ca:Qda: = %c- (b3 — a3)

a

2.2.11 Definition: Mittelwert

f:a,b] = R, integrierbar

Unter dem ,,Mittelwert von f* versteht man den Ausdruck

b
7 [ f(z)dz

2.2.12 Mittelwertsatz der Integralrechnung
Vor.:
f:]a,b] = R, stetig

Beh.:

1
V 10 =5 [ f@)s

£€la,b] a

Beweis:

2.2.13 Eigenschaften von Integralfunktionen

1. Jede Integralfunktion hat mindestens 1 Nullstelle (z.B. F(c) = [ f(t)dt = 0)

2. Jede Integralfunktion ist stetig
3. Wenn f(z) > 0 (fiir alle z € [a,b]), dann ist F'(z) isoton

Alle Beweise: [wichtig]

2.2.14 Hilfssatz

Vor.:
f:a,b] = R, stetig
N fl@)=0
z€la,b]
Beh.:
b
/ F(B)dt >0

a

Beweis:



2.2. KLAUSUR NR. 2 35

2.2.15 Definition: ,,gleichméfig stetig*

f ,gleichméBig stetig auf [a,b]“
= Neer, Voer, Nawepap (2 —dl <6 =1[f(z) - f(d)| <e)

2.2.16 Satz: gleichmiflig stetig - stetig
Beh.: f stetig auf [a,b] = f gleichmiiBig stetig auf [a, b]

2.2.17 Satz: Differenzierbarkeit von Integralfunktionen zu stetigem Integranten

Vor.:

f:]a,b] = R, stetig
¢, d € [a, b

F(z) = / F(t)dt

Beh.:

1. F ist bei d differenzierbar (F ist differenzierbar)
2. F'(d) = f(d) (F' = [)
Beweis: [WICHTIG]

2.2.18 Definition: Stammfunktion

fila,b) = R
G : [a,b] — R, differenzierbar

Def.: G ,Stammfunktion zu f“ <= G' = f

2.2.19 Integration stetiger Funktionen: HAUPTSATZ

Vor.:
f:]a,b] = R, stetig
G Stammfunktion zu f
Beh.:
b
[ 10t =c(t) - Go) = (6wl
Beweis:

2.2.20 Satz
Vor.:

f:a,b] = R, gleichméBig stetig

Beh.:
f integrierbar
Beweis: [WICHTIG (Sonderaufgabe)]
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2.2.21 Integrationsregeln

Vor.:
fyg:[a,b] = R, stetig
ceER
Beh.:
1. Homogenitat von Integralen:
b b
[ p@is=c [ fwyis
2. Additivitdt von Integralen:
b b b
[+ a@is = [ s+ [ g
Beweise:

2.2.22 Merke 4

1. Jede stetige Funktion hat eine Stammfunktion (z.B. eine beliebige Integralfunktion).
2. Wenn eine Abbildung (Funktion) sowohl homogen als auch additiv ist, heifit sie linear.

3. Integrale sind nicht multiplikativ !

2.2.23 Regel iiber ,,Partielle Integration*

Vor.:
fyg:[a,b] = R, stetig differenzierbar
(d.h. f,g differenzierbar; f', ¢' stetig)
Beh.:
b b
[r®-awie= 150901, - [ 10)- g 002t

Beweis: [reproduzierbar, einfach]

2.2.24 Substitutionsregel

Vor.:
¢ : [a, B] = R, stetig differenzierbar
f:A— R, stetig
Wy C A
Beh.:
B #(B)
[ 1o swa= [ s
< #(a)

Beweis: [WICHTIG]
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2.2.25 Potenzregel fiir gebrochene Exponenten

Herleitung:

2.2.26 Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Vor.:

fyg:[a,b] = R, stetig
Wy C [0, 00]

Beh.:

b b
Vo 10t =1 [ g

£€la,b] a

Beweis: [reproduzierbar]
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Kapitel 3

Mathematik 12/2

3.1 Klausur Nr. 1

3.1.1 Rotationskérpervolumina
Geg.:

f :[a,b] = R, stetig
A\ f@ =0

z€(a,b]
Graph (f) rotiert um die X-Achse

Ges.: Volumen V des entstehenden Rotationskorpers.
Losung:

b
V:7r-/f2(t)dt

3.1.2 Allgemeine Volumenformeln

o Kegel: V = %7“2 -m-h

e Kugel: (Funktionszuord.-vorschr. (Kreis) f(z) = vr? — 22, Ay = [—r,7])

V:§r3~7r

3.1.3 Merke 5
1. Va2 = a (wenn a > 0), —a (wenn a < 0)

2. Aufgabe: f:[-rr] = R,z — V1?2 — 22
Gesucht: [ vr? — z2dx
0

z
3. Aufgabe: [ cos?(t)dt
0

3.1.4 Rationale Funktionen

Def.: Eine Funktion heifit rational, wenn sich ihr Funktionsterm
als Quotient zweier Polynome schreiben 1a8t.

39
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~

p(z

) = 28
f(z) @)
(p, q ganzrationale Funktionen)
Ay = R\O,

O = 0p\0,

3.1.5 Definition: ,,Schiefe Asymptote*
Vor.:
fiA—=R

oo ist Haufungspunkt von A

g ganzrationale Funktion

g heif}t ,zu f asymptotisch’ genau dann, wenn gilt

lim (f - g)(z) = 0

Tr—r00

3.1.6 Partialbruchzerlegung

Ansatz:

ar +0b A n B
(r—c)-(x—d) w—c x—d

3.1.7 Lineare Algebra - Folgen

Def.: Die Folge {1,2,3,---,n} — R,i+> f(i), wird dargestellt in der Form

(Komponenten 1 bis n)

3.1.8 Definition: R"

Def.: Die Menge aller Folgen der Lénge n (d.h die n Komponenten haben) mit Werten
in R wird als R™ bezeichnet.

3.1.9 Merke 1

Jeder Folge < Zl ) € R? wird umkehrbar eindeutig die Verschiebung mit dem (Ver)Schiebepfeil (0,0)(a1, as)
2

zugeordnet.

3.1.10 Definition: ,,Ortspfeil

Def.: Ein Ortspfeil ist ein Pfeil, der vom Ursprung des Koordinatensystems ausgeht.
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3.1.11 R?

In R? sind eine Addition und eine Multiplikation mit reellen Zahlen erklirt.
ay I by _ a1 + by
as by ag + by
~(a)-(r0)
a9 - a9

3.1.12 Definition: Subtraktion von Vektoren
a—b:=d+ (b
@,beR2

3.1.13 Eigenschaften / Rechenregeln in R?
Eigenschaften:

L. /\a’,EeR2

2. Njgere G+ b="b+a (Kommutativgesetz)

2

=y

+be

l

-,

3. Najere @+ (5—1— ¢) = (@ + b) + ¢ (Assoziativgesetz)

4. (a) Es gibt in R? ein neutrales Element 0, so da fiir alle @ € R? gilt @+ 0 = @
(b) Zu jedem @ € R? gibt es ein b € R% mit @+ b = 0.

ot

Neer  Napers: 7@+ b) =rd+rb
6. /\nseR gzt (r+s)d=rd+sd
7 Nrser Naerer (r-s)i=r-(s-a
8 Naere: 1-d=d

Eine Menge in der die Eigenschaften 1-8 erfiillt sind heiit Vektorraum. Ein Element des Vektorraums ist ein
Vektor.

(R?,+,r) erfiillt die Gesetze (1) bis (8), ist damit ein Vektorraum.

Rechenregeln:

=11

1. 0-

ST

i
=11
=11

r-
3. -1-a=-a

Wichtig: Beweise!
3.1.14 Seitenhalbierende

Geg: AABC und a, 5,8
Ges: 7, = %(5—}—5) —a

Wichtig: Herleitung!
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3.1.15 Schwerpunkt

1 -
Z= g((i’ + b+ ¢) (Dreieck)

i::

n

: Z d; (allgemein)
i=1

Wichtig: Herleitung!

3.1.16 Parameterdarstellung

Beschreibung eines beliebigen Punktes x auf der Strecke AB.

Z=a+r{b-a)
r e [0,1]

r heiflt ,,Parameter*

3.1.17 Definition: Linearkombination

a1, do,ds, -, d, Vektoren
51,82,83,° ", S8n € R
n
E si@;  heiBt eine Linearkombination der Vektoren dy,ds, -+, dy
i=1

3.1.18 Definition: ,,trivial®

Eine Darstellung des Nullvektors heifit , trivial®

(ridy +redos + - -+ rpd, =0), wennry=ro=r3=---=1r, =0.

3.1.19 Definition: ,linear abhingig*

KAPITEL 3. MATHEMATIK 12/2

Vor.:
V' Vektorraum
neN
617627637"'76n eV
di,ds,ds, - ,d, ,linear abhingig®, wenn es reelle Zahlen s1, o, 53, -, s, € R gibt, die nicht alle gleich 0 sind,

so dass gilt:

3.1.20 Hilfssatze

1. dy,ds,ds,- -, d, linear abhingig
= d1,d2,ds, ", 0y, Ay4+1 linear abhingig
2. dy,ds,ds, - ,0n,0 linear abhéingig

3. d,d linear abhéngig
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3.1.21 Lineare Abhingigkeit in R*

@, b linear abhingig <= 4, b proportional.  (falls @, b #* 6)

Satz
Vor.:
V' Vektorraum
abeV
@, b linear unabhéngig
Beh.:
@ — b, + b linear unabhiingig
Beweis:

3.1.22 Definition: ,,Norm*

43

Unter der ,Norm von a@“ versteht man die Lénge eines Pfeils im Raum, bzw. in der Ebene, der @ représentiert.

(Bezeichnung: ||dl|)

a
Die Norm des Vektors @ (mit @ = | a2 |): ||@|| = /a2 + a3 + a3
as
Eigenschaften:
L||-|:R2 =R

2. Ngege @] >0;=0=a=0

3. /\aeRz /\reR |- al| = |r| - ||a]|

4 Nigere N+ b|| < ||@l| + ||b]] (Summenungleichnung)

3.1.23 Definition: ,,Winkel zwischen Vektoren*

Vor.:

Def.: Unter dem Winkel zwischen @ und b versteht man den Winkel zwischen zwei
vom gleichen Punkt ausgehenden Repriisentanten von @ und b.

3.1.24 Definition: ,,Skalarprodukt (x)*

Vor.:
b,¢e R?
. b1 C1
b= b2 s c= Co
b3 C3
Def.:

5*5:b1'01+b2'02+b3'63
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3.1.25 Kosinussatz

Vor.:
@beR"
Beh.:
. i*b
cos(d, b) = ax

[lal] - 1]®l]
Wichtig: Herleitung

3.1.26 Eigenschaften des Skalarproduktes

2. Nacps G*@>0=0¢=a=0
3. Nsiers Gxb=>bxa
4 Neer Najers (r-a)xb=r-(a

3.1.27 Merke 2

@] = Va2 +y2+22=Vaxa fira=

3.1.28 FuB3punktformel

r=da-—

dxd

(a—q")*d.d'

<
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wobei @ der Aufpunktvektor der Geraden, ¢ der Ortsvektor des Punktes, von dem das Lot auf die Gerade gefiillt

wird und d der Richtungsvektor der Geraden ist.

Herleitung: [sehr wichtig]

3.1.29 Definition: ,,orthogonal*

Vor.:
abeR?

Def.:

a, b orthogonal <=

3.1.30 Satz (Orthogonalitit von Vektoren)

@ orthogonal zu b <—>

@ =0 oder

b =0 oder

Reprisentant von @ L
Représentant von b

Gxb=0
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3.1.31 Satz (Schnittpunkt der Héhen eines Dreiecks)

Beh.: Die drei Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem gemeinsamen Punkt.

Herleitung: [Wichtig]

3.1.32 Merke 3
(@xb)2 < (@xa)- (bxb)

b
/% = [ln(m)]z = In(b) — In(a) fiir a,b >0

3.1.33 Symmetrie

Def.:
Graph von f ist symmetrisch zum Punkt (u,v)

:<:>/\xeA fQu—2)=2-v— f(x)
Graph von f ist symmetrisch zum Ursprung

= f(-z) = —f(2)

3.2 Klausur Nr. 2

3.2.1 Geraden im Raum

Parameterdarstellung

Verhiltnisse

g,h Geraden im Raum
| gllh glh

gNh ={} | gh parallel, verschieden gh windschief

gNh#{} | gh gleich g,h haben genau einen gemeinsamen Punkt

45



46 KAPITEL 3. MATHEMATIK 12/2

Klassifizierung mit Hilfe vektorieller Daten

3.2.2 Ebenen im Raum

|| A,B,C Punkte im Raum
Wenn A B,C nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen, gibt es genau eine Ebene E durch A,B,C.

Parameterdarstellung

E:f:(i—l—rwfl—l—s-d_;
(cfl :5—&'7(5225— d), und @7(jglin. unabh.

Bezeichnung

»auf einer gemeinsamen Geraden liegend“: kollinear
»in einer gemeinsamen Ebene liegend*: komplanar

3.2.3 Definition: Kreuzprodukt

Vor.:
ay b1
a= as , b= b2 S Rg,
as b3
a, b lin. unabhingig
Def.:

a2b3 — a3b2
—(a1b3 — asby)
a1b2 — agbl

ST
X
g
Il
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3.2.4 Eigenschaften des Kreuzprodukts
1 Njjeps @xbeR?

2. /\d,EER3 a

Folgerung: d

3. Najoens Gx(b+&)=axb+axc

L

Aeer Nagems (r-@) xb=r-(axb)

ot

- Najers (@x b=0 < a, b linear abhéngig)

3.2.5 Volumenformeln

Pyramide

-,

1
Parallelepiped (Spat)

V =|(@x b) * 7]

3.2.6 Definition: Spatprodukt
Vor.:

Def.:

— -

[@,b,¢] .= (@ xb)xC ,Spatprodukt von d, Z;, c“

3.2.7 Eigenschaften des Spatprodukts
1

2. [r-d,b,dl=r-[bca (Beweis)

4. [@ + @y, b,d = [a@1,b,d) + [@2,b,d]  (Beweis)

Allgemeine Ebenengleichung:

a 0
ax+by+cz+d=0 mit b 1#1 0
c 0

3.2.8 Definition: Normalenvektor
Vor.:
e R #£0
E Ebene mit Richtungsvektoren , 2’
(@, Z linear unabhéngig)

Def.: @ ,Normalenvektor zu E “ :<=> i1 orthogonal zu # und orthogonal zu 2

47
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3.2.9 Hessesche Normal(en)form

Die Gleichung 7 * (£ — @) = 0 mit ||7i|| = 1 heifit ,,Hessesche Normal(en)form“ der Ebenengleichung. (a :
x

Ortsvektor eines Punktes in E ; © : Normalenvektor zu E ; = | y )
z

3.2.10 1. Hilfssatz
Vor.:
@b, c,de R

@, b, lin. unabhéngig

Beh.:

3.2.11 2. Hilfssatz

Vor.:
a,b,éde R®
a, 5,51111. unabhingig
r,s,t€ R;r',s' .t € R
d=r-d+s-b+t-¢
d=1"-d+s b+t ¢

Beh.:

3.2.12 Hilfssatz zum Spatprodukt

Vor.:
b.¢de R
Beh.:
[@,b,dd = [d,b,dd + [d@,d, db + [@,b,d)é

3.2.13 Satz: Vorbereitung zur Cramerschen Regel (1/2)

Vor.:
@b, lin. unabh., € R
deR®
Beh.:
Die Gleichung za + y5+ 2¢ = d hat genau
(45,2
o [E’,Z_):Zé]
eine Losung | yo |, ndmlich [[Z';g
20 (@.5.d]

=
!
Oy
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3.2.14 Satz: Vorbereitung zur Cramerschen Regel (2/2)
Vor.:
a,b,c lin. abh., € R®
de R®
Beh.: . .
Die Gleichung zd + yb + z¢ = d hat nicht genau eine Losung.
3.2.15 Cramersche Regel
Gegeben sei das Gleichungssystem G:
a1x + b1y +c1z =dy
asx + boy + coz = do
a3x + bsy + csz = ds
Die Determinante
al b1 C1
an b2 (6]
as bg C3
wird als Systemdeterminante D bezeichnet.
T
Genau dann hat das Gleichungssystem G, eine eindeutige Losung | vy , wenn D verschieden von 0 ist.
z
Falls D # 0, setzt man
d1 bl C1 aq d1 C1 aq bl d1
Dy=|dy by c2|, Dy: ay dy ca |, D,=|ax by da
d3 b3 c3 a3 d3 c3 a3 bz d3
D, D, D,
o YT 7D
X D:E
L= y = % D,
z Dz
3.2.16 Vandermondsche Determinante
1 1
a b ¢ =(c=b)(c—a)(b—a)
a®> b 2
3.2.17 Definition: Lineare Hiille
Vor.:
V' Vektorraum
neN
617627637"'76n eV
Def.:
(@1, da, dis, -+ idn) = {2 \/ E=_rid}
r1,72, T ER =1
,, Lineare Hiille*
Falls W ein Vektorraum ist, @i, ds,ds, - -,d, € W und W = (a@y,da,ds, -, dp) , heilit d1,ds,ds, -+, dp ,E1-

zeugendensystem von W
Ein Erzeugendensystem (ES) ist genau dann minimal, wenn es linear unabhéngig ist.
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3.2.18 Definition: Vektorunterraum

W Vektorraum
U Vektorunterraum zu W := U Vektorraum
UcCcw

3.2.19 Unterraumkriterium

Vor.:
(W, +,r-) Vektorraum
vUcw
U#{}
U abgeschlossen bez. +
U abgeschlossen bez. r-
Beh.:

(U, +, ) Vektorraum

3.2.20 Definition: ,Lineare Hiille* (allgemein)

Vor.:
V' Vektorraum
MCV
Def.
(M) = {zev \ \V F= i}
n€ Ny a1,d2,,dn €V~ r1,r2, -, Tn€ER i=1
,,Lineare Hiille von M*
Bemerkungen:
o ((M)) = (M)
o M C (M)

o (M) ist ein Vektorunterraum von V'

3.2.21 Definition: ,,Basis“

Unter einer Basis eines Vektorraums versteht man ein minimales Erzeugendensystem.

3.2.22 Definition: ,,Koordinaten beziiglich einer Basis*

Wenn {51, 62, cee gn} eine Basis des Vektorraums V ist, gibt es zu jedem & € V' Koeffizienten p1, 82, -+, 8, € R
mit

E= fjﬁi&-
i=1

Diese Koeffizienten 31, 32, - -, 8, heiflen ,Koordinaten des Vektors & beziiglich der Basis {51, bo, -+, En}“,
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3.2.23 Satz

Vor.:
V' Vektorraum
neN
{@1,ds, -, d,} Erzeugendensystem von V(=: S)
Beh.:
S minimal <= dy,ds, -, d, linear unabhéngig
3.2.24 Hilfssatz
Vor.:
V' Vektorraum
{ay,ds, -, d,} Basis von V
eV
Beh.:
Es gibt eindeutig bestimmte relle Zahlen 71,7, - -, r, mit der Eigenschaft

iE = 7"16_1:1 + 7'262 —+ -4 rnd'n.
3.2.25 Kronecker Symbol
{ 0, falls i # j
51’]‘ =

1, falls i = j

3.2.26 Kanonische Basis
gi = 51'2 (7’ = 15 273)

{€1,,, €3} ist die , kanonische Basis“ von R3.

3.2.27 Satz (Koordinaten bez. einer orthogonalen Basis)

Vor.:
V' euklidischer Vektorraum
{@1,dsa,---,d,} orthogonale Basis von V(=: B)
reV
Z hat bez. B die Koordinaten 11,79, -, 7,
Beh.:
T*xd,;
A =
aj * aj

Jje{1,2,3,--,n}

51
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3.2.28 Orthonormierung

Geg:
V' euklidischer Vektorraum
neN
{@y,ds,---,a,} Basis von V
Ges.:
{51752) Ty gn}
orthonormierte Basis von V'
BroBa, - B € V, wobei 4 21 € (@)
by € (a1, dz)
g’n S <C_l'176_l'2, te ?a:n>
Verfahren:

i—1
by =d; — Y _(d@;xb;) - b
j=1
p— 1 7
|16

!

Normierung: b;
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Mathematik 13/1

4.1 Klausur Nr. 1

4.1.1 Approximationssatz

Vor.:
V' euklidischer Vektorraum
U Vektorunterraum zu V
U hat ein endliches Erzeugendensystem
qgev
Beh.:

LV AN @#7=E-dl<ly-db

TeU geu
2. Ist {l_)}7 l;z, e ,5n} eine orthonormierte Basis von U,
n
so ist sz(gz*(T)gz
i=1

Beweis: [Wichtig]

4.1.2 Satz

Vor.:

V euklidischer Vektorraum
U Vektorunterraum von V mit ONB {51, 52, e En}
qgev

Z optimale, ¢ approximierende Vektor aus U

Beh.:

(Alle Vektoren ¢ € U sind orthogonal zu (& — q))

53
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4.1.3 Lineare Regression

Finde eine Gerade g, wobei

n

> (v — (mai +1b))

i=1

minimal ist.

n

S (i — (ma; + )% = || — (m& +b&)|> wobei
i=1

hn T 1
. Y2 . ) . 1 .
Y= . , U= . ,€ = sind.
Yn Tn 1

Einordnung in das allgemeine Approximationsproblem: Zu approximieren wire der Vektor ¥ € R™ aus (Z,€) (C
R™) heraus.
Berechnung:

1. Orthonormieren von {Z, €}
2. Approximieren

Ergebnis:

4.1.4 Orthogonales Komplement
Vor.:

V euklidischer Vektorraum

U Vektorunterraum von V'

{by,ba,---,b,} ONB von U

Ut={gecV| \ &xij=0}
yeu

Beh.:



4.1. KLAUSUR NR. 1 55

1. U+ Vektorunterraum von V

2. /\fev \/erU,dTeUL c+d=17

4.1.5 Definition: Orthogonales Komplement (allgemein)
Vor.:

V euklidischer Vektorraum
MCV

Def.:

4.1.6 Definition: ,linear*

Vor.:
V, W Vektorraume
p: V=W
Def.
¢ homogen,
¢ ,linear” < o E?d}(lhtl/\},aev Nrcr  @(r-d) =r-o(d@)

- -,

d.h. /\E,EGV w(@+b) = (@) + p(b)

4.1.7 Definition: ,,Bild (p)“
Bild(y) := {p(a)|a € V'}

4.1.8 Hilfssatze

Vor.:
@ :V — W, linear
Beh.:
1. o(0y) = Ow

2. Naev p(=@) = —¢(a)
3. Bild(y) ist Vektorunterraum von W
4. Kern(yp) ist Vektorunterraum von V

Beweise: [Wichtig]

4.1.9 Definition: ,,Kern (¢)*

Kern(p) := {Z € V(&) = Oy}
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4.1.10 Hilfssatz: Injektivitéit einer linearen Abbildung

Vor.:
V, W Vektorrdume
p:V — W, linear
Kern(p) = {Ov}

Beh.:

@ injektiv (dh. A\ (p(@) = p(b) <= d@ =Db)
abev

Beweis: [Kénnen)]

4.1.11 Der spezielle Austauschsatz

Vor.:
V' Vektorraum
{@1,ds,- -, d,} Basis von V
beV* (V ohne 0)

Beh.:

\/ {a17a27 cry A1, b) @it 1, Q425" ° 7an} Basis von V
1€{1,2,3,---,n}

Beweis: [Wichtig]

4.1.12 Der allgemeine Austauschsatz
Vor.:
V' Vektorraum

{d1,dz,- -, d,} Basis von V
51, 52, sy gm € V, lin. unabhéngig
Beh.: Nach geeigneter Umnumerierung der dy, ds, - - -, d, gilt
1. m<n

2. {bla b2a T b’rru Am41 "y an} Basis von V/

Beweis: [durch Induktion als Sonderaufgabe]

Folgerung:
Vor.:
{1,y Cnts {cﬂ,cfg, . ,cfm} Basen von V

Beh.:. m=n
= Alle Basen eines Vektorraums bestehen aus gleichvielen Vektoren. Diese Anzahl heifit , Dimension des Vek-
torraums“

4.2 Klausur Nr. 2

4.2.1 Definition: ,,Rang*, ,,Defekt*
o dim(Bild(p)) =: rg(y) (,Rang der Abbildung ¢*“)
o dim(Kern(p)) =: def(y) (,Defekt der Abbildung ¢*)
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4.2.2 Dimensionssatz

Vor.:
V, W Vektorrdume
dim(V)=n
n < oo
¢ :V — W, linear

Beh.:

dim (V') = dim(Bild(p)) + dim(Kern(y))
oder

dim(V) = rg(p) + def(y)
Beweis: [Wichtig]
4.2.3 Variation des Dimensionssatz

Vor.:

V, W Vektorriaume
@ :V — W, linear
neN
{@y,ds,---,d,} Basis von V
Beh.: n = rg(p) + def(p)

Beweis: [siehe Dimensionssatz]

4.2.4 Definition: ,,injektiv*, ,surjektiv*
o ¢ injektive = Aupoy  (9(@) = (b) <= d=1D)
o ¢ surjektivt = Agcw Vaey @@=y (Bild(p) =W)

4.2.5 Existenz- und Eindeutigkeitssatz
Vor.:

V, W Vektorriaume

neN
{@y,ds,--,d,} Basis von V
C1,Co,++,Cpn €W

Beh.: Es gibt genau 1 lineare Abbildung ¢ : V' — W, bei der fiir
Beweis: [Wichtig]

4.2.6 Definition: ,,Matrix einer Abbildung*
Vor.:

@: R" = R™, linear

1 ail 0 a2
0 a21 1 a2

ol O [=] a1 |, o O [=] a2 [,
0 Am1 0 am?2
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O ai;
0 ag;
: = ’ < i. Stelle
¥ 1 (0771
0 A
Def:
a1 ai2 - Qip
a1 Az - G2n
Das Schema
am1 Am?2 : Amn

heifit ,Matrix der Abbildung *.

4.2.7 Definition: ,,Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl*

Vor.:

reR
M, ist die Matrix der Abbildung ¢

a11 a2 -+ Gln raii raiz -+ Tain

a1 Qg2 -t A2p ragy Tragz -+ Ta2p
r- =

Am1 Am2 e Amn Tam1 Tam2 e TQmn

4.2.8 Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Vor.:
o(Z) =M, &
ailr G2 - Glip x1 r1a11 + T2a12 + -+ Tplin
a1 G2 - G2p T2 Tia21 + Taa2 + -+ Tpaon
Am1 Am2 o Omn Tn T1Am1 + T2Am2 +--- 4+ TnAm

Herleitung: [konnen, einfach]

4.2.9 Saitze iiber lineare Abbildungen

(1)
Vor.:

o, x : V. — W, linear
Beh.:
1. ¢ 4 x linear

2. My =---  (falls V= R",W = R™)
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(2)
Vor.:
p:V — W, linear
reR
Beh.:
1. r- ¢ linear
2. My, =--- (falls V.= R*, W = R™)
(3)
Vor.:
@ :V — W, linear
x : W — U, linear
Beh.:

1. x o linear

2. Myop =+ (falls U = R*,V = R",W = R™)
(4)
Vor.:

@ : V. — W, linear, bijektiv
Beh.:
1. Die Umkehrabbildung =1 : W — V ist auch linear
2. Myr = (falls V.= R™, W = R™)
Beweise: [kinnen)]

(Bildet (L(V,W),+,s-) einen Vektorraum ?
Mit (L(V,W) :={p|p : V — W | linear }))

4.2.10 Wie erhilt man aus den Matrizen von ¢, y die Matrix von yoyp 7

Vor.:

i,7,k,m,neN

bir bz --- b a1 G2 - Qip
b21 bap -+ bog a21 Q22 - G2n
M, = . , Mg, = ,
bml bm2 e bmk ak1 Qg2 - Qgn
C11 Ci2 -+ Cin
C21  C22 -+ C2pn
wa =

Cm1  Cm2 ot Cmn
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Beh.:
b1 b1
bar  bao
bml bm2

b1k
bay

mit ¢;

aipr @2 - Qin
21 Q22 -+ A2p
a1 Qg2 - Qgn

ay;b11 + agibia + - -
aribji + azbjo + - -

a1ibm1 + azibpmo + -+ -

KAPITEL 4. MATHEMATIK 13/1

+ aibig

+ akibjk

+ agibmi
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Mathematik 13/2

5.1 Klausur Nr. 1

5.1.1 Eigenschaften einer Metrik

||[M Menge

0 ,Metrik auf M¥, wenn

Noyen O(@,y) €R

MNoyen 0@y) 20=0cz=y
/\z,yeM 0(z,y) =0(y,x)

4 Npyen O(w,2) <0(z,y) +6(y,2)  ,Dreiecksungleichung®

R

Wenn in M die Abstandsfunktion § mit 1), 2), 3), 4) gegeben ist, heifit (M, d) ,,metrischer Raum*.

5.1.2 Grenzwert

Vor.:
My, M5 metrische Raume
AC M,
f A — M2
ac A
A€ M,y
Defs.:

lmf@)=re= AV A G <p= (@) <e)

e€ERy nERy xeA\{a}

speziell, wenn M7, My normierte Vektorrdume sind:

AV A O<le—al<p=f)-Al<e)

e€ERy peERy TEA

speziell, wenn M;, My = R' :

AV A @ea—patula} = f(z) €A —e A +e

e€ERy peERy €A
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5.1.3 Differenzierbarkeit
Vor.:
A=1a,b]CR
M normierter Vektorraum
fiA=>M
ce A°
Man bildet die Funktion
we: A\{c} = M
v () (0).
Def.:

KAPITEL 5. MATHEMATIK 13/2

Wenn ¢, bei ¢ einen Grenzwert hat, bezeichnet man diesen als Ableitung von f an der Stelle ¢. (f'(c))

5.1.4 Ableitungsregeln fiir Abbildungen

Vor.:
0: A RkeRdeV
f,9: A— V;V normierter Vektorraum
/.9, bei a differenzierbar

Beh.:

1. ¢-dbeia diffb.; (¢-35)(a

f 4+ g beiadiffb.; (f+g)(a) =
@ - f bei a diffb.; (¢- f)(a) =

oo W

(a) f =g diffb. bei a

(b) (fx9)'(a) = f'(a) * g(a) + f(a) * ¢

5.1.5 Stetige Erginzung
Vor.:
f:A—=>R
ce A\A
Beh.:

) =
k- f bei a diffb.; (k- )(a):
(

()+<p() f(a)

Falls V ein euklidischer Vektorraum ist:

Genau dann 148t sich f so auf A U {c} ausdehnen, dass f bei ¢ stetig ist, wenn f bei ¢ einen Grenzwert hat

(€ R).

In diesem Fall setzt man

£(e) = lim f(x)



Kapitel 6

Anhang 1 (Aufgabenstellungen der
Klausuren)

6.1 Klausur 11.2.1
6.1.1 Aufgabe 1

In den ganzen Zahlen wird eine Verknpfung o auf folgende Weise erklért: a o b :=a + b — 37.
1. Beweise, daf} fiir die Verkniipfung o das Kommutativgesetz gilt.
2. Zeige, daf es beziiglich der Verkniipfung o ein neutrales Element gibt.

3. Gib (mit Nachweis der Richtigkeit) das zu 4711 inverse Element an.

6.1.2 Aufgabe 2

1. Erkldre, unter welchen Voraussetzungen die Aussage f hat bei ¢ den Grenzwert A sinnvoll ist, und welcher
Sachverhalt damit gemeint ist.

2. Es sei f die auf [-4; 4] definierte Funktion mit der Gleichung f(z) = 2? —z;¢ = 0;e = 0, 1. Gib ein (gemi8
der Grenzwertdefinition) geeignetes § an und zeige, dafi es den Anforderungen aus der Definition geniigt.

3. Beweise unmittelbar mit Hilfe der Grenzwertdefinition den folgenden Satz: Wenn f an der Stelle ¢ den
Grenzwert 0 hat, W, Teilmenge von [-1111; 1991] ist, dann hat auch f- g an der Stelle ¢ den Grenzwert 0.

6.1.3 Aufgabe 3

1. Erklire, wann eine Funktion f an einer Stelle ¢ differenzierbar heifit, und erliutere Ansatz und geometrische
Bedeutung der Ableitung.

2. Zeige (unter unmittelbarer Verwendung der Definition), da8 die auf [1; 9] durch f(z) = v4x — 7 definierte
Funktion an der Stelle 4 differenzierbar ist, und bestimme so f’(4).

3. Formuliere und beweise die Summenregel der Differentialrechnung.

4. Bestimme (mit Hilfe der Ableitungsregeln) fiir f(z) = 252% die Werte f/(0) und f’(22).

6.1.4 Aufgabe 4

Der lokale Wachstumssatz besagt bekanntlich folgendes: Wenn eine auf einer Menge A reeller Zahlen definierte
Funktion f an einem inneren Punkt ¢ von A differenzierbar ist und dort eine positive Ableitung hat, dann gibt
es eine positive Zahl §, fiir die folgendes gilt:

Je—0; c+4][ ist eine Teilmenge von A, und fiir jedes x aus Je—4; ¢[ und jedes z aus |¢; c+4] gilt f(x) < f(c) < f(2).
Formuliere die Aussage des Positivitéitssatzes und beweise damit den lokalen Wachstumssatz.
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6.1.5 Aufgabe 5

Beim Turmbau zu Babel wurde zunéchst das Erdgeschofl mit einer Héhe von 6m errichtet. Jedes weitere Stock-
werk wurde dann 0,98 mal so hoch gemauert wie das vorhergehende (, also das erste 5,88m hoch usw.). Nach der
Errichtung des 111. Stockwerks wurde die Bautétigkeit durch die beriihmte Sprachverwirrung gestoppt. Welche
Hohe hatte der Turm zu diesem Zeitpunkt?

6.1.6 Aufgabe 6

In der Menge R hat geméf Vollstandigkeitsaxiom jede nicht-leere, nach oben beschrénkte Menge M eine kleinste
obere Schranke (=: sup M). Bestimme (mit Nachweis) sup(]1; 34]) und sup({ 1; 5; 2; 7; 3 }) .

6.2 Klausur 11.2.2

6.2.1 Aufgabe 1

1. Auf dem Intervall [-3; 3] ist durch die Gleichung f(z) = (x + 1)? - (z — 1)* eine Funktion f gegeben.
Bestimme alle Extrempunkte des Graphen. (Eine Skizze wird nicht verlangt).

2. FEine ganzrationale Funktion g dritten Grades hat bekanntlich einen Funktionsterm der Form
g(z) = az® + b2’ + cx +d, (a#0).
Entscheide (mit Nachweis), ob der Graph einer solchen Funktion stets einen Wendepunkt hat.

3. Von der Funktion h sei bekannt, dafl ihre Nullstellen bei -2 und 1 liegen. Auflerdem kennt man den Verlauf
des Graphen von h' (siehe Skizze). Skizziere den Verlauf des Graphen von h.

6.2.2 Aufgabe 2

Von einer auf ganz R definierten Funktion f sei lediglich bekannt, daf fiir alle reellen Zahlen z,y die Funktio-
nalgleichung f(x +y) = f(z) - f(y) erfiillt ist.

1. Weise nach, dafl f(0) = 0 oder f(0) =1 gelten mus8.

2. Zusitzlich sei nun bekannt, dafl f(1) den Wert 2 hat. Zeige damit, da3 f(0) # 0 gilt.
3. Berechne f(8) und f(—3).
4

. Weiter sei jetzt noch vorausgesetzt, dafl f an der Stelle 0 differenzierbar ist und dort die Ableitung w hat.
Beweise, dass f dann an jeder Stelle differenzierbar ist und fiir jedes x € R gilt: f'(z) = w - f(x).
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6.2.3 Aufgabe 3
Gegeben sei auf R die Funktion f mit der Gleichung f(z) = z - Va2 +2 — 2.

1.
2.
3.

Bestimme f’(x) und zeige, dal f genau eine Nullstelle hat; gib diese mit einem Fehler < 1 an.
Berechne die Nullstelle von f .
Zeige mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dafl f weniger als 2 Fixpunkte hat.

Weise nach, da§ f mindestens einen (und wegen des vorhergehenden Aufgabenteils somit genau einen)
Fixpunkt hat.

Gib an, was man unter einer Umgebung von oo versteht, und zeige damit lim,_,~ f(x) = oc.

6.3 Klausur 12.1.1
6.3.1 Aufgabe 1

1.
2.

Von einer geometrischen Folge (a,,) ist bekannt: ay = 2 und a; = 16. Bestimme ag und ay.

Beweise, daf} eine geometrische Folge (¢, ) mit ¢; > 0 und ¢ > 1 nach oben nicht beschrinkt ist.

Hinweis: Verwende die Bernoullische Ungleichung.

Fiir die Folge (b,) gelte b = % und fiir alle n € N : b1 = by + ﬁ

Bestimme (mit Nachweis) das allgemeine Folgenglied b,,.

6.3.2 Aufgabe 2

1.

3

Erkldre, wann eine Folge (a,) als Nullfolge bezeichnet wird, und weise hiermit die durch a, = 5>+

gegebene Folge als Nullfolge nach.

1

Untersuche die Folgen (cos(:-)), (cos(n - 7)) und (%W) auf Konvergenz.

f sei eine ganzrationale Funktion vom Grade 5, ¢ sei eine ganzrationale Funktion vom Grade 6. Fiir alle
Glieder einer Folge (d,) gelte die Gleichung d,, - g(n) = f(n).

Weise nach, daf (d,,) eine Nullfolge ist.

Wenn der allgemeine Beweis nicht gelingt, darf als Teilersatz auch ein spezielles Beispiel gewéhlt werden.
Fiir alle Glieder einer Folge (w,) gelte w,+1 = v/2w,, — 1. Ferner sei bekannt, dass das erste Folgenglied
den Wert 13 hat.

Bestimme ws und ws, zeige, dal die Folge (w,,) konvergent ist und bestimme ihren Grenzwert w.

6.3.3 Aufgabe 3

Auf dem Intervall I = [1; 4] ist durch die Gleichung f(z) = 1 eine Funktion gegeben ( - die bekannte Kehr-
wertfunktion).

1.

Z,, sei die Zerlegung des Intervalls I in n Teilintervalle gleicher Lénge.

Erklidre, was man unter der Untersumme U(f, Z,,) versteht, und berechne U (f, Zs).
Bestimme eine natiirliche Zahl n, fiir die O(f, Z,,) — U(f, Z») < 0,01 gilt.

Erkldre, wann eine Funktion g integrierbar heiffit und was man - falls g integrierbar ist - unter dem Integral
von g versteht.

Zeige damit, dafl f integrierbar ist.

Die Funktion h, definiert auf dem Intervall [1; 3], ist fast konstant: Sie hat an allen Stellen aufier bei 2
den Wert 2; h(2) = 0.

Weise nach, daf h integrierbar ist, und berechne [ h.
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6.4 Klausur 12.1.2
6.4.1 Aufgabe 1

1. Erkldre, was man unter einer Riemannschen Summe versteht, und zeige, dafl die Folge der Riemannschen
Summen R(f, Z") gegen das Integral von f strebt, wenn f integrierbar ist und die Folge (§(Z;)) (Feinheit
von Z) gegen 0 strebt.

2. Gegeben ist die Folge (a,,) mit a,, = > 1, n}H

Berechne ay, as und as. Zeige, daB a,, eine Riemannsche Summe der Funktion f ist; dabei ist f(z) =
definiert auf dem Intervall [0; 1]. Bestimme damit den Grenzwert der Folge (a,).

1
14z’

3. Stelle die Funktion In als Integralfunktion dar; zeige hiermit - unter Verwendung des Mittelwertsatzes -,
daf In(2) zwischen 1 und 3 liegt.

6.4.2 Aufgabe 2
Auf dem Intervall [-3; 1] ist durch die Gleichung f(z) = (22 — 1) - €* eine Funktion f gegeben.

1. Bestimme durch Berechnung einer Riemannschen Summe (Lénge der Teilintervalle sei 1) einen Ndherungs-
wert fiir das Integral von f.

2. Berechne das Integral von f; erldutere hierbei das Verfahren der partiellen Integration.

3. Bestimme den Mittelwert von f sowie den Inhalt der Fliche, die vom Graphen von f und der x-Achse
berandet wird.

4. Eine Folge (s,) wird durch die Vorschrift s,, = fol t" - e' dt definiert.

Bestimme 1, s2, s3; zeige hierzu zunichst, dafl die Folge (s,,) die Rekursionsbedingung s,,+1 = e—(n+1)-s,
erfiillt.

6.4.3 Aufgabe 3

1. Beweise den folgenden Transformationssatz mit Hilfe der Substitutionsregel:

Es sei f eine stetige reellwertige Funktion auf [a; b]; ¢ und k(k # 0) sind reelle Zahlen. Weiterhin sei

— a—c — b—c
a=4=~und = =

Dann gilt: [ f(z)dz = k- [ f(k-t+c)dt

2. Berechne die folgenden Integrale: (1) [ sin(2¢ + 3)dt, (2) f02 x-Vz2+5 du, (3) [ In(t)dt .

3. Beweise als Folgerung aus dem Posititivitédtssatz:
Ist die reellwertige Funktion f stetig auf [a; b] und gilt f(x) > 0 fiir alle x aus [a; b], so hat das Integral
von f genau dann den Wert 0, wenn die Funktion f konstant mit dem Wert 0 ist.

4. Berechne ff4 |z| dx .

6.5 Klausur 12.2.1

6.5.1 Aufgabe 1
Auf der Menge R\ {2} ist die rationale Funktion f durch die Funktionsgleichung f(z) = £ - ;7_32 gegeben.
1. Fiihre eine Kurvendiskussion durch.

2. Bestimme die Gleichung der zu f asymptotischen ganzrationalen Funktion g.

Fiir welche x-Werte unterscheiden sich f(z) und g(z) um weniger als % ?

3. Skizziere die Graphen der Funktionen f und g.
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4. Die y-Achse, die Parallele zur y-Achse durch den Punkt mit dem Koordinatenpaar (-6; 0) und die Graphen
von f und g beranden gemeinsam ein Flichenstiick. Berechne seinen Inhalt A.

5. Eine Kurve, die den Graphen von f an allen Stellen beriihrt, an denen dieser eine waagerechte Tangente
hat, heifit f-deckend. Bestimme eine ganzrationale Funktion moglichst kleinen Grades, deren Graph f-
deckend ist.

6.5.2 Aufgabe 2
Im Raum liegen die drei Punkte A(7; 12; -6), B(13; 24; 6), C(13; 18; 24).
1. Zeige, dal C nicht auf der Geraden durch A und B liegt, und bestimme im Dreieck ABC die Groflen a

und a.

2. Vom Schwerpunkt S des Dreiecks ABC wird das Lot auf die Seite BC geféllt. Bestimme die Koordinaten
des LotfuBlpunktes L.

3. Der Mittelpunkt der Strecke AB sei D, der Mittelpunkt der Strecke CD sei E. Die Gerade durch A und E
schneidet die Seite BC in einem Punkt F.
BF
ok

Ermittle die Koordinaten von D, E und F, und berechne damit das Teilungsverhéltnis &

4. Berechne allgemein (ohne Verwendung der konkret gegebenen Koordinaten und mit Hilfe linear unabhéngi-

ger Vektoren) das Teilungsverhiltnis g—g.

6.5.3 Aufgabe 3

Im Vektorraum R? seien die Vektoren @, 5, c, d gegeben.

1. Erklidre, was man unter einer Linearkombination von d, 5,6',5 versteht, und wann genau man sagt, die
Vektoren @, b, ¢, d seien linear unabhingig.

Beweise dann: Wenn a, 5,5’,0? linear abhingig sind, aber da, 575 linear unabhéngig sind, 148t sich d als
Linearkombination von d, b, ¢ darstellen.

2. Von den Vektoren @, b, ¢ (alle drei # &) sei vorausgesetzt, dafl jeder zu den beiden anderen orthogonal ist.
Erklire, wann zwei Vektoren (zueinander) orthogonal heilen, und beweise, dafl unter den gegebenen Vor-
aussetzungen @, b, ¢ linear unabhéngig sind.

3. Fiir beliebige Vektoren ¥ und ¢ aus R?® definiere man & * i durch die folgende Gleichung:

Txxyf=3r1 y1 +dxa-y2 + 223 -y3 — 221 - y3 — 2x3 - y1; dabei sind z1, z2, z3 die Komponenten von &
und y1,y2, y3 die Komponenten von .

Es ist zu beweisen, dafl durch diese Definition von ** ein Skalarprodukt definiert wird.

4. Im Raum sind acht Punkte hellrot, acht Punkte hellgriin, acht Punkte hellblau und acht Punkte hellviolett
gefirbt. Zu jeder dieser Gruppen von acht Punkten wird der Schwerpunkt bestimmt und entsprechend
(dunkelrot, dunkelgriin, dunkelblau oder dunkelviolett) geférbt.

Entscheide (mit Nachweis), ob die vier dunkel gefarbten Punkte nun den gleichen Schwerpunkt haben wie
die zweiunddreifig hell gefarbten Punkte.

6.6 Klausur 12.2.2

6.6.1 Aufgabe 1

1. Beweise, daf§ fiir beliebige Vektoren a, 57 ¢ € R3 stets die folgenden Formeln gelten:

-

(@) (@xb)yxé=(@xdb—(bxaa (b) (@xb)*(bxb) =

QL Q4
S QL
QA
Q o
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2. Fiir welche (beiden) Werte von s hat das folgende lineare Gleichungssystem nicht genau eine Losung?

r+sy+z=10
r+2y+42=3
r+y+sz=1

3. Lose mit Hilfe der Cramerschen Regel das im vorhergehenden Aufgabenteil angegebene Gleichungssystem
fiir den Fall s = 4.

6.6.2 Aufgabe 2

Im Raum schwebt ein Tetraeder T mit den Ecken A(1;0;1), B(2;1;1),C(—1;2;9) und D(2; —1;6).
1. Bestimme die Lénge [ und den Fufipunkt F' des Lotes von D auf die Ebene durch A, B und C.
2. FE sei die Ebene mit der Gleichung z —y — 2z — 15 = 0.

Weise nach, dafl diese Ebene keinen Punkt mit dem Tetraeder T gemeinsam hat.

3. Zeige, dafl der Punkt L(0;8;11) auf der gleichen Seite von E liegt wie T, und dafl sein Abstand zu E
grofler ist als der Abstand eines jeden Punktes von T zu E.

4. Eine im Punkte L befestigte Lichtquelle erzeugt in der Ebene E einen Schatten von T.

Berechne die Koordinaten des Bildpunkts C” und beschreibe einen Weg zur Uberpriifung, ob C’ auf dem
Rande der Schattenfliche liegt.

6.6.3 Aufgabe 3

E sei die Ebene durch drei (nicht kollineare) Punkte A, B,C - dabei ist zuniichst (fiir diesen Aufgabenteil)
weder die Ebene E noch sind die Punkte A, B, C speziell gewiéihlt.

1. F sei die Menge aller Raumpunkte X, deren Ortsvektor eine Darstellung der Form & = ra + sb + & mit
r—+ s+t =1 zulift.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen E und F 7 (Nachweis!)

2. Nun werden A und B wie in Aufgabe 2 gewéhlt; P sei der Punkt mit dem Koordinatentripel (-1; -5; 1).
Ey sei die Ebene durch A, B und den Ursprung O.

Bestimme die Schnittmenge der beiden Ebenen E und Ej.

3. Die drei Koordinatenachsen schneiden F in Punkten Xg, Yy und Zj.

Berechne die Koordinaten dieser Punkte sowie den Flacheninhalt von Dreieck XYy Zy.

4. Bestimme die Grofie o des Winkels zwischen den Ebenen E und Ej.

6.7 Klausur 13.1.1

6.7.1 Aufgabe 1

In P; wird durch die Definition f * g = fol f(t)g(t)dt bekanntlich ein Skalarprodukt erklirt. U sei der von
D2, P1, po aufgespannte Unterraum.

Bezeichnungserlduterung (nachtréglich fiir spitere Leser eingefiigt): P3 ist der Vektorraum der ganzrationalen
Funktionen vom Grade < 3; p; ist die Potenzfunktion i-ten Grades (p;(x) = 2* fiir i = 0, 1, 2, 3).

1. Bestimme eine ONB von U durch Orthonormieren von {p2,p1,po} in dieser Reihenfolge. (Zur Kontrolle:
Man erhélt b3 = 10ps — 12p1 + 3p0).

2. Man erklédrt eine Abbildung ¢ von Ps in U, indem man jedem Vektor p aus Pj als Bild ¢(p) den p aus
U heraus optimal approximierenden Vektor zuordnet. Weise nach, dafy die Abbildung ¢ linear und nicht
injektiv ist, und bestimme Bild(¢p).
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3. Erkldre allgemein, was man unter UL versteht, und weise nach, dal der Vektor p — o(p) fiir jedes p aus
P;in U™ liegt.

4. Berechne den Vektor ¢(ps3); iiberpriife anhand dieses speziellen Ergebnisses die Orthogonalititsaussage
aus dem vorhergehenden Aufgabenteil.

6.7.2 Aufgabe 2

Die Punkte A, B und S sind durch ihre unten angegebenen Koordinaten gegeben; g sei die Gerade durch A und
O (Ursprung); E sei die Ebene durch A, B und O. A = (-2; 2; -6), B=(1; -3; 2), S=(-11;14;12).

1. Zeige, dafl die Punkte A, B und O nicht kollinear sind, und bestimme Parameterdarstellungen von g und
E.

2. Ly sei der FuBpunkt des Lotes von S auf g. Wéhle die Voraussetzungen des Approximationssatzes so
speziell, daf§ sich als optimal approximierender Vektor [;(der Ortsvektor von L;) ergibt. Bestimme L;
durch Anwendung des Approximationssatzes.

3. Lo sei der FuBpunkt des Lotes von S auf E. Wéihle die Voraussetzungen des Approximationssatzes so
speziell, daf§ sich als optimal approximierender Vektor I (der Ortsvektor von L) ergibt. Bestimme Lo
durch Anwendung des Approximationssatzes.

4. Die Durchfithrung der Teilaufgaben 2. und 3. ergibt, dass L; und Lo verschieden sind. Bestimme die Menge
aller Punkte X, die anstelle von S in den vorhergehenden Aufgabenteilen verwendet zu Ergebnissen fiithren,
bei denen L; und Lo gleich sind.

6.7.3 Aufgabe 3

0,6
1. Bestimme irgendeine orthonormierte Basis B= {b;; ba: b;,} von R3, wobei bh=1| 0 ist.
0,8
x
2. Nun definiert man eine Abbildung ¢ von R?® in R?, indem man jedem Vektor | y | den Bildvektor
z

zby + ybs + 2bs zuordnet. Zeige, dafl die Abbildung ¢ linear ist.

3. Weise nach, dafl die Abbildung ¢ sogar isometrisch (lingentreu) ist, das heifit, daf} fiir jeden Vektor aus
R3 der Bildvektor die gleiche Norm wie der Urbildvektor hat.

6.7.4 Aufgabe 4

Im (x,y)-Koordinatensystem sind n Punkte (x1;y1), (z2;¥2), .., (Tn; yn) gegeben. Es wird eine Parabel héchstens
zweiter Ordnung gesucht, die durch den Ursprung verlduft und die Punkte in folgendem Sinne moglichst gut
approximiert: Ist p(x) der Funktionsterm der Parabel, so soll der Ausdruck Y"1 | (p(z;) — y;)? moglichst klein
sein.

Spezialisiere die Voraussetzungen fiir den Approximationssatz so, daf sich damit eine Losung dieses Problems
ergibt, und skizziere den Losungsweg.

6.8 Klausur 13.1.2
6.8.1 Aufgabe 1

Zu den reellen Zahlen c, p, q,r, s bildet man in R? folgende vier Vektoren

1 2 c 1
a = 1], aa=11 0], a3= 1 , ay = 1 ,
1 6 -1 -3
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und in R* die vier Vektoren

1 q 2

- 0 - 2 - 4 -

dl = 0 9 d2 = 3 9 d3 - r ’ d4 = j]_
P 4 8 0

1. Fiir welche Werte von c gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ von R? nach R* mit
o o(di) =di, ¢(d3)=dyund p(d3) = dy

2. Man wahlt nun speziell fiir ¢ den Wert ¢ = 3. Zeige, daf es dann eindeutig bestimmte reelle Zahlen p, ¢, 7, s
und genau eine lineare Abbildung ¢ von R? nach R* gibt mit

- - - -

o plai) =di, (az) =dz, (az)=ds ¢(ai)=ds
Bestimme diese Werte p, q, 7, s.

Fiir die weiteren Teile dieser Aufgabe sei nun ¢ die lineare Abbildung von R? nach R* mit der Matrix

3 0 1

1l 7 -6 -1
M*"’Z 3 -4 1
20 —-32 —4

3. Begriinde, warum eine lineare Abbildung von R>? nach R* nie surjektiv sein kann, und gib speziell einen
Vektor aus R* an, der nicht zu Bild(y) gehort.

4. Beweise, dafl die Abbildung ¢ injektiv ist.

6.8.2 Aufgabe 2

Es sei ¢ eine lineare Abbildung eines Vektorraums V in einen Vektorraum W, d sei ein Vektor aus W.

1. Mit L wird die Menge aller Urbilder von d bezeichnet, also L = {Z € V|p(z) = d}. Wenn d speziell der
Nullvektor in W ist, ist L bekanntlich ein Vektorraum - némlich der Kern K von ¢ . Es sei weiterhin
vorausgesetzt, dal der Vektor @ zu L gehort. Beweise, dafl genau dann ein Vektor & € V' zu L gehort,
wenn ¥ — d in K liegt.

2. Weise fiir die folgenden Abbildungen ¢ und @2 nach, daf sie linear sind, und bestimme jeweils die Matrix
und den Kern der Abbildung sowie die Menge L fiir den jeweils angegebenen Vektor d; b ist dabei der
Vektor aus R® mit den Komponenten 1, -1 und 2.

o1(B) =bxZ, d=(2); @) =bxZ d=|2

6.8.3 Aufgabe 3

Eine lineare Abbildung ¢ eines euklidischen Vektorraums V' in sich heifit symmetrisch, wenn fiir alle @, b aus V
die Gleichung ¢(@) * b = @ * p(b) erfiillt ist.

1. Fiir eine symmetrische lineare Abbildung ¢ sei @ aus Kern(y), b aus Bild(p). Zeige, daf die Vektoren @,b
orthogonal sind.

2. Speziell sei V = R3. Jede lineare Abbildung ¢ von V in sich kann dann durch eine Matrix A mit Kom-
ponenten a;; beschrieben werden. Von diesen Komponenten sei bekannt, daf§ fiir alle Indexpaare (i,j) die
Gleichung a;; = aj; erfiillt ist. Weise nach, dafi ¢ symmetrisch ist.
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3. Noch spezieller sei ¢ nun durch die folgende Matrix A gegeben:

1 -1

J—
O N
N O =

Bestimme Kern und Bild von ¢.
Bestitige fiir die Ergebnisse die Aussage von Aufgabenteil 1.
Wenn fiir eine beliebige symmetrische lineare Abbildung ¢ eines euklidischen Vektorraums V' in sich fiir

Vektoren @,b die beiden Gleichungen ¢(a@) = 2a@ und ¢(b) = 3b gelten, so sind @ und b orthogonal. Das ist
zu beweisen.

6.9 Klausur 13.2.1 - unter Abiturbedingungen

6.9.1 Aufgabe 1

_ 2x+1

Durch die Gleichung f(z) = ist eine rationale Funktion gegeben.

1.

2.

42

Fiihre eine Kurvendiskussion durch und skizziere die Kurve.

Bestimme das Schmiegepolynom s, zu f.

Kontrolle: s3(z) = § + 3z — 3x

2

Beweise, daBl sy iiber dem Intervall [0; 1] an keiner Stelle einen grofieren Wert als f annimmt.

Man benutzt nun sy iiber [0; 1] als Niherungsfunktion zu f. Weise nach, dafi der Fehler iiberall kleiner
als 1 ist.
5

Berechne den mittleren absoluten Fehler.

6.9.2 Aufgabe 2

Der verallgemeinerte Mittelwertsatz der Differentialrechnung lautet:
Sind f und g stetige Funktionen auf einem Intervall [a; b] , differenzierbar im Inneren des Intervalls, und ist

f®)=fla) _ (&)

¢'(x) fiir alle x € ]a; b[ positiv, so gibt es eine Stelle £ € ]a; b[ , so daB gilt: OETORREAGE

1.

4.

Ein Schiiler ,beweist“ den Satz so: Nach dem Mittelwertsatz (angewendet auf die Funktion f) gibt es
ein ¢ € Ja; bl mit f(b) — f(a) = f'(€) - (b — a) ; entsprechend liefert die Anwendung des Satzes auf die
Funktion g: g(b) — g(a) = ¢’(§) - (b — a). Zusammenfassen der beiden Gleichungen liefert die Behauptung
des verallgemeinerten Mittelwertsatzes. Erlautere, inwiefern dieser Beweis fehlerhaft ist.

Beweise den verallgemeinerten Mittelwertsatz unter Benutzung der auf [a; b] definierten Hilfsfunktion h
mit

hx) := f(z) - (9(b) — g(a)) — g(z) - (f(b) = f(a)) + f(b) - g(a) — f(a) - g(b) -
Hinweis: Verwende den Satz von Rolle.

f'(x)
g'(x)

Fiir iiber [-1; 1] differenzierbare Funktionen f, g sei bekannt: f(0) = g(0) = 0 . Der Grenzwert von
fiir z gegen 0 existiere und betrage .

Beweise (unter Verwendung des verallgemeinerten Mittelwertsatzes), dal dann bei 0 auch der Grenzwert

von % existiert und den Wert A hat.

e’—x—1

Berechne lim, ;0 =3
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6.9.3 Aufgabe 3

Eine lineare Abbildung ¢ eines normierten Vektorraums V in sich heifit kontrahierend, wenn es eine reelle Zahl
g mit 0 < ¢ <1 gibt, fiir welche gilt: .
Fiir alle @,b aus V ist ||p(d@) — o(b)|| < ¢ - ||la —b|| .

1.

Erklire die Bedeutung von ¢ ist stetig bei @ und von @ ist Fizpunkt von o, und weise nach, dass jede
kontrahierende Abbildung ¢ stetig ist und hochstens einen Fixpunkt hat.
© sei eine kontrahierende Abbildung von V' in sich mit dem Fixpunkt ¢.

Durch die rekursive Definition d; := &, und d,11 := @(d,,) fiir alle n € N wird eine Folge (d,,) erklért.
Beweise, daf} diese Folge gegen ¢ konvergiert.

Hinweis: Zeige zuniichst, daB fiir alle natiirlichen Zahlen n die Ungleichung ||d,, —¢|| < ¢"* - ||&]| erfiillt
ist.

Fiir die folgenden Aufgabenteile sei speziell V = R3. Durch die Gleichung

x 1 1 1 -1 T 8
ol vy =z -1 1 1 y | +1 -1
z 1 0 2 z 9

wird eine Abbildung von V in sich erklért.
Weise nach, dal die Abbildung ¢ kontrahierend ist.
Bestimme - geméf} der Definition im zweiten Aufgabenteil - die Vektoren d; und d_;;.

Berechne den Fixpunkt von ¢ durch Aufstellen und Losen eines der Fixpunktdefinition entsprechenden
Gleichungssystems.

6.10 Abiturklausur
6.10.1 Aufgabe 1

Die rationale Funktion f hat die Gleichung f(z) =4- (2=2)(z+1)

1.

x+2
Gib die umfassendste Argumentmenge A an, ermittle Nullstellen, Monotonieeigenschaften und Asympto-
ten, und skizziere den Verlauf des Graphen von f.

Bestimme den Funktionsterm p(x) der Parabel dritter Ordnung, die den Graphen von f in seinen Null-
punkten beriihrt.

Weise nach, dafl im Intervall zwischen den Nullpunkten des Graphen von f die Parabel an keiner Stelle
oberhalb von Graph(f) verlduft.

Berechne den Inhalt des von den beiden Kurven umrandeten Flachenstiicks.

6.10.2 Aufgabe 2
Gegeben sind die vier Punkte A(1; -1; 0), B(2; 3; 1), C(5; 10; 3) und D(4; 4; -4).

1.

Zeige, dafl die Punkte A, B und C eine Ebene E festlegen, und berechne den Flicheninhalt von Dreieck
ABC.

Gib eine Parameterdarstellung von E an, ermittle hiermit eine Koordinatengleichung fiir £ und zeige
durch Losen der entsprechenden Gleichung mit drei Variablen, wie man aus der Gleichung wieder eine
Parameterdarstellung gewinnen kann.

Ermittle den Abstand des Punktes D von der Ebene E sowie das Volumen des Tetraeders ABCD.

S sei der Schwerpunkt des Tetraeders, T entstehe durch Spiegelung von D an S. Bestimme die Koordinaten
von S und T, bestéitige, dal D und T in verschiedenen Halbraumen von E liegen und berechne die
Koordinaten des Schnittpunktes P von DT mit E.
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6.10.3 Aufgabe 3

Fiir die reelle Zahl a sei ¢, die lineare Abbildung von R? in sich, die durch die folgende (3,3)-Matrix M, gegeben
ist:

1 2 a
M, = 0 a 1
1 6 2a

[\

1. Bestimme - mit geeigneten Fallunterscheidungen - den Kern von ¢, .
2. Gib fiir jeden der auftretenden Félle eine Basis des Bildraums an.

3. Bestimme alle Werte a € R, fiir welche der folgende Vektor d im Bildraum liegt:

. 8
d=| -1
9

4. Formuliere die Gleichung ¢, (Z) = d als lineares Gleichungssystem, deute die drei auftretenden Gleichungen
als Koordinatengleichungen von drei Ebenen und charakterisiere deren Lage zueinander in Abhéngigkeit
von a.
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Kapitel 7

Anhang 2 (L6sungsbeispiele zu den
Aufgaben der Klausuren)

7.1 Klausur 11.2.1
7.1.1 Aufgabe 1

In den ganzen Zahlen wird eine Verknpfung o auf folgende Weise erklért: a o b :=a + b — 37.

1. Beweise, dass fiir die Verkniipfung o das Kommutativgesetz gilt.

Losung: Zu zeigen ist, dass fiir alle ganzen Zahlen a und b gilt : a o b = bo a . Dies ergibt sich durch
Anwendung des fiir die Addition giiltigen Kommutativgesetzes:

aob=a+b—37T=b+a—37=boa.

2. Zeige, dass es beziiglich der Verkniipfung o ein neutrales Element gibt.

Losung: Nachzuweisen ist die Existenz einer ganzen Zahl n mit der Eigenschaft, dass fiir jede ganze Zahl

agilt : aon = a . Aus den folgenden Aquilanzumformungen ergibt sich, dass n = 37 neutrales Element
ist:

agon=a<=a+n—-3T=a<=n—-37T=0+<=n=37.
3. Gib (mit Nachweis der Richtigkeit) das zu 4711 inverse Element an.
Losung: Inverses Element zu 4711 ist -4637, denn 4711 o (—4637) = 4711 — 4637 — 37 =37=n .

7.1.2 Aufgabe 2

1. Erklire, unter welchen Voraussetzungen die Aussage f hat bei ¢ den Grenzwert A sinnvoll ist, und welcher
Sachverhalt damit gemeint ist.

Losung: Vorausgesetzt wird, dass die reelle Zahl ¢ Haufungspunkt der Argumentmenge A von f ist und
dass A eine reelle Zahl ist. Die Grenzwertaussage bedeutet dann, dass es zu jeder positiven Zahl ¢ eine
positive Zahl ¢ gibt, so dass fiir alle z aus AN]c — §,c+ d[\{c} gilt: f(z) E]A —e, A+ ¢[.

2. Es sei f die auf [-4; 4] definierte Funktion mit der Gleichung f(z) = 22 —z;¢ = 0;¢ = 0, 1. Gib ein (gemafl
der Grenzwertdefinition) geeignetes 6 an und zeige, dass es den Anforderungen aus der Definition geniigt.

Losung: f hat bei ¢ = 0 den Grenzwert A = 0. Wihlt man z.B. § = 0,02, so gilt fiir alle  mit |z — 0] < §:
|f(z) 0| =22 —z|=|z—1]-|z|] <4-|z] <4-0,02=0,08<0,1.

3. Beweise unmittelbar mit Hilfe der Grenzwertdefinition den folgenden Satz: Wenn f an der Stelle ¢ den

Grenzwert 0 hat, W, Teilmenge von [-1111; 1991] ist, dann hat auch f- g an der Stelle ¢ den Grenzwert 0.

Losung: Zu einer vorgegebenen positiven Zahl ¢ ist eine passende positive Zahl § anzugeben, so dass fiir
alle Stellen x aus der gemeinsamen Argumentmenge von f und g mit |z| < § gilt [(f - g)(x)] < €.

75
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Da f bei ¢ einen Grenzwert (ndmlich 0) hat, gibt es zur vorgegebenen positiven Zahl 5555 ein geeignetes
¢ im Sinne der Grenzwertdefinition. Fiir jedes x mit Betrag kleiner als § gilt daher:

(f - 9) () =01 = [f(2) - g(@)] = [f(2)] - lg(2)| < [f(2)]-1999 < 5555 - 1999 <.

7.1.3 Aufgabe 3

1. Erklire, wann eine Funktion f an einer Stelle ¢ differenzierbar heifit, und erliutere Ansatz und geometrische
Bedeutung der Ableitung.

Losung: Wenn ¢ Héufungspunkt und Element der Argumentmenge A von f ist, betrachtet man auf der

Menge A\ {c} die durch g(z) = % definierte Funktion g. Dann heifit f differenzierbar an der Stelle
¢, wenn g bei ¢ einen Grenzwert hat. Dieser Grenzwert wird als Ableitung von f an der Stelle ¢ bezeichnet,
abgekiirzt f'(c).

2. Zeige (unter unmittelbarer Verwendung der Definition), dass die auf [1; 9] durch f(z) = v4x —7 definierte
Funktion an der Stelle 4 differenzierbar ist, und bestimme so f’(4).

Losung;:
f@)—f(@) _ VAz-T—(=3) _ 4z—4 f Wz=2)(Vr+2) _ z—4 _ 1 1
=4 o, = a1 =1 = 2 omhvire T 2oy T 2vae 2 (@)

Ergebnis: f/(4) = 1.

3. Formuliere und beweise die Summenregel der Differentialrechnung.

Losung: Summenregel: Wenn die Funktionen f und g beide an der Stelle ¢ differenzierbar sind, dann ist
auch f + g bei ¢ differenzierbar und hat die Ableitung f’(c) + ¢'(c).

Beweis:

U+0)@)-Uta)e) _ [@to@)—S(@=g(e) _ [@-IE | 900 _, 1) 4 g/(c) (3 — ) .

Tr—c Tr—c Tr—c Tr—c

4. Bestimme (mit Hilfe der Ableitungsregeln) fiir f(z) = die Werte f/(0) und f’(22).

2m2+4

Losung: Mit der Quotientenregel ergibt sich:

0 4)? = Garae Durch Einsetzen erhdlt man:

f’(x) _ (222 +4)-5—5z-4x 20—10z2

992
FO)=22=1%  f(22) = e = —0,0051...

7.1.4 Aufgabe 4

Der lokale Wachstumssatz besagt bekanntlich folgendes: Wenn eine auf einer Menge A reeller Zahlen definierte
Funktion f an einem inneren Punkt ¢ von A differenzierbar ist und dort eine positive Ableitung hat, dann gibt
es eine positive Zahl §, fiir die folgendes gilt:

Je—9; c+0] ist eine Teilmenge von A, und fiir jedes = aus |c—9; [ und jedes z aus |¢; c+9d] gilt f(x) < f(c) < f(=).
Formuliere die Aussage des Positivitdtssatzes und beweise damit den lokalen Wachstumssatz.

Losung: Der Positivitétssatz besagt: Wenn eine Funktion g an einer Stelle ¢ einen positiven Grenzwert hat, dann

gibt es eine positive Zahl § mit der Eigenschaft, dass an allen Stellen x aus |c—J; ¢+ [, die im Definitionsbereich
L@ =) Yiefert

von g liegen, die Funktion positive Werte annimmt. Angewendet auf die Funktion g mit g(z) =

dies, dass w in einer §-Umgebung von ¢ positiv ist. Da ¢ innerer Punkt des Definitionsbereichs ist, darf
man - ggf. nach Verkleinerung von ¢ - voraussetzen, dass |¢ — §; ¢ + 6] ganz im Definitionsbereich von f liegt.
In diesem Bereich haben also nach dem Positivitétssatz Zéhler und Nenner von £ ("Li 1(c)

so dass folgt:

gleiches Vorzeichen,
zE€]le=c[=r—c<0= f(z)— f(c) <0= f(z) < f(c).

Analog ergibt sich, dass fiir z aus |c; ¢+ [ gilt f(c) < f(2).
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7.1.5 Aufgabe 5

Beim Turmbau zu Babel wurde zun#chst das Erdgeschoss mit einer Hohe von 6m errichtet. Jedes weitere
Stockwerk wurde dann 0,98 mal so hoch gemauert wie das vorhergehende (, also das erste 5,88m hoch usw.).
Nach der Errichtung des 111. Stockwerks wurde die Bautétigkeit durch die beriithmte Sprachverwirrung gestoppt.
Welche Hohe hatte der Turm zu diesem Zeitpunkt?

Losung: Bezeichnet man die Hohe bis zur Decke des n-ten Stockwerks mit h(n), so hat man (ohne Einheit):

n 7 —0, "+1_ n
h(n) =6+6-0,98+6-0,98%+...+6-0,98" = 6- 31, 0,98" = 6 - 15255~ = 300- (1 —0,98""1)

Somit ist A(111) = 300 - (1 — 0,98'12) = 268,779...  Der Turm hatte eine Hohe von ca. 269 m .

7.1.6 Aufgabe 6

In der Menge R der reellen Zahlen hat gem#fl Vollstdndigkeitsaxiom jede nicht-leere, nach oben beschréankte
Menge M eine kleinste obere Schranke (=: sup M).

Bestimme (mit Nachweis) sup(]1; 34]) und sup({ 1; 5; 2; 7; 3 }) .
Losung: Die endliche Menge { 1; 5; 2; 7; 3 } hat das Maximum 7, also ist sup({ 1; 5; 2; 7; 3 }) = 7.
Eine obere Schranke von ]1; 34[ ist 34. Fiir jedes positive € (0.B.d.A. € < 30) ist 34 - ¢ keine obere Schranke, da

die groere Zahl 34 - § in |1; 34[ liegt. Also ist sup ]1; 34[ = 34.

7.2 Klausur 11.2.2

7.2.1 Aufgabe 1

1. Auf dem Intervall [-3; 3] ist durch die Gleichung f(z) = (x + 1)? - (z — 1)* eine Funktion f gegeben.
Bestimme alle Extrempunkte des Graphen. (Eine Skizze wird nicht verlangt).

Losung: Als Ableitung erhiilt man f/(z) = (z+1)2-4(z - 1> +2(z+1)(z — D)* =2(x +1)(z - 1)3(3z + 1).
An der Faktorzerlegung liest man {—1; —%;1} als Nullstellenmenge von f’ ab. Da f’ an allen drei Null-
stellen das Vorzeichen wechselt, wie an den ungeraden Exponenten in der Faktorzerlegung erkennen kann,
liege dort Extrempunkte vor. Ebenso liegen an den Réndern des Definitionsbereichs Extrempunkte vor,
da dort die Ableitung verschieden von 0 ist.

Wegen f(—3) = 1024, f(—1) = 0, f(—%) = 1028 f(1) = 0, f(3) = 256 hat der Graph von f die folgenden
Extrempunkte:

A(-3;1024), B(~1;0),C(—%; 124) D(1;0) und E(3;256).

2. FEine ganzrationale Funktion g dritten Grades hat bekanntlich einen Funktionsterm der Form
g(z) =ax® + bz’ +cx +d, (a+#0).
Entscheide (mit Nachweis), ob der Graph einer solchen Funktion stets einen Wendepunkt hat.
Losung: Zweimaliges Ableiten von f ergibt:

f(x) = 3ax? +2bx +¢, f'(x)=6ax +2b; f” ist also eine lineare Funktion mit Steigung 6a # 0 und
hat mithin eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel. Der Graph einer solchen Funktion hat somit stets einen
Wendepunkt.

3. Von der Funktion & sei bekannt, dass ihre Nullstellen bei -2 und 1 liegen. Auflerdem kennt man den Verlauf
des Graphen von h’ (siehe Skizze). Skizziere den Verlauf des Graphen von h.
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h' 5|

Losung:

h

7.2.2 Aufgabe 2

Von einer auf ganz R definierten Funktion f sei lediglich bekannt, dass fiir alle reellen Zahlen z,y die Funktio-
nalgleichung f(x +y) = f(z) - f(y) erfiillt ist.

1. Weise nach, dass f(0) = 0 oder f(0) =1 gelten mu8.
Losung: f(0) = f(0+0) = f(0) - f(0), also f(0) - (1 — f(0)) = 0; somit ist f(0) =0 oder f(0) = 1.
2. Zusitzlich sei nun bekannt, dass f(1) den Wert 2 hat. Zeige damit, dass f(0) # 0 gilt.
Losung: 2 = f(1) = f(1+0) = £(1)- £(0) = 2+ (0), also (0) = 1
3. Berechne f(8) und f(—3).
Losung:  f(8) = f(4+4) = (f(4))? = (f(2+2))> = (f(2) - f(2)* = (f(2))! = f(1)* = 2° = 256;



7.3. KLAUSUR 12.1.1 79

1= £(0) = f(3—3) = £(3) - f(=3) = (F()* - f(~3) =2 f(~3), also f(~3) = L.

4. Weiter sei jetzt noch vorausgesetzt, dass f an der Stelle 0 differenzierbar ist und dort die Ableitung w

hat. Beweise, dass f dann an jeder Stelle differenzierbar ist und fiir jedes x € R gilt: f'(x) = w - f(x).
. +h)—f(z F(h)— h)—1 h)—£(0
Lésung: fla+ })L fl@) _ f(=z) f(h) flz) _ f(}z fx) = % fz) s w- fx) (h—=0).

7.2.3 Aufgabe 3
Gegeben sei auf R die Funktion f mit der Gleichung f(z) = z - Va2 +2 — 2.

1.

Bestimme f’(x) und zeige, dass f genau eine Nullstelle hat; gib diese mit einem Fehler < 1 an.

& . f! 2 2 _ 22° +2
Losung: f'(x) = vVa?+2+x- 2\/T =Vz +\/—

Da f’ iiberall positiv ist, ist die Funktion f streng isoton, kann also hochstens eine Nullstelle haben.
Wegen f(1) =v3—-2<0und f(2) =2-v6—2=+/24 -2 > 0 liegt eine (also die einzige) Nullstelle in
Intervall ]1; 2[; ein geeigneter Niherungswert fiir die Nullstelle ist also z.B. 1,5 .

Berechne die Nullstelle von f .

Losung: f(r) =0 z-vVa2 +2=2.

Durch Quadrieren, Ordnen und Losen der entstehenden biquadratischen Gleichung erhélt man:
x4+2z274:0, also 22 = /5 — 1 und somit z = V5 — 1.

Dabei wurde beachtet, dass es genau eine Nullstelle gibt und diese zwischen 1 und 2 liegt. Die gesuchte
Nullstelle ist v/+/5 — 1, also 1,1117 ... .

Zeige mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass f weniger als 2 Fixpunkte hat.

Losung: Gébe es zwei Fixpunkte d und e, miisste es eine Stelle ¢ geben, an der die Ableitung von f den
Wert 7]0(‘2:5(6) = 4=¢ = 1 hat.

Aber aus f'(c¢) = 1 folgt durch Quadrieren beider Seiten % =1, also 4a* + 72? + 2 = 0, was wegen
4zt + 72% + 2 > 2 nicht moglich ist.

Weise nach, dass f mindestens einen (und wegen des vorhergehenden Aufgabenteils somit genau einen)
Fixpunkt hat.

Losung: Es wird gezeigt, dass die durch h(z) = f(x) — 2 definierte stetige Funktion h einen Vorzeichen-
wechsel und somit - als stetige Funktion - eine Nullstelle hat.

h(1)=v3-2-1<0; h(2)=2-V6-2-2=+24—4>0;

es gibt also eine Stelle ¢ mit h(c) = 0 und somit f(c) =

Gib an, was man unter einer Umgebung von oo versteht, und zeige damit lim,_,~ f(x) = occ.

Losung: Eine Menge U reeller Zahlen ist eine Umgebung von oo, wenn es eine reelle Zahl s mit der
Eigenschaft gibt, dass alle Zahlen, die grofler als s sind, in U liegen.

Zu zeigen ist, dass es zu jeder Zahl s eine Stelle x( gibt, so dass gilt: © > zg = f (x) > s. Hierzu braucht
man lediglich o = s + 2 zu wiihlen, denn dann ist f(xz) = (s +2) - /(s + 2)? —2>(s+2)—2=s.

Und da f streng isoton ist, gilt f(z) > s auch fiir alle Stellen x mit x > z.

7.3 Klausur 12.1.1
7.3.1 Aufgabe 1

1.

Von einer geometrischen Folge (a,) ist bekannt: as = 2 und a5z = 16. Bestimme ag und ag.
Losung: Das allgemeine Glied einer geometrischen Folge hat die Form a,, = a - ¢". Durch Einsetzen von
n=2und n =5 erhilt man a-¢> =2, a-¢° = 16, also durch Division ¢° = 8 und somit ¢ = 2,a = 1.

2
Daher ist a,, = % 2" =271 und speziell ag = 27 = 128, ag = 28 = 256 .
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2. Beweise, dass eine geometrische Folge (¢,,) mit ¢; > 0 und ¢ > 1 nach oben nicht beschriinkt ist.
Hinweis: Verwende die Bernoullische Ungleichung.
Losung: Mit d =q¢—1 > 0ist ¢ = 1+ d und daher
cn:%~(1+d)"Z%~(1+nd)>%~nd:d'%«n.

Die Folge(c,,) ldsst sich also nach unten durch ein Produkt aus einer positiven Konstanten und einer nach
oben nicht beschrinkten Folge abschétzen und ist mithin nach einem Majorantenkriterium nach oben
nicht beschrénkt.

3. Fiir die Folge (b,) gelte by = % und fiir alle n € N : by41 = by, + ﬁ
Bestimme (mit Nachweis) das allgemeine Folgenglied b,,.
Losung: Wegen b; 11 — b; = ﬁ kann man umformen:
n—1 n—1 n—1 n—1 n+1

bnfln:Z(bz‘H*bi):Zﬁ: %('

i=1 =1 i=1 =1 =3

Somit ist

b _3n2—n—2+1_13n2—|—n—6
" dn(n+1) 3 12n(n+1)

7.3.2 Aufgabe 2

1. Erkldre, wann eine Folge (a,) als Nullfolge bezeichnet wird, und weise hiermit die durch a, =
gegebene Folge als Nullfolge nach.

_3
2n—>5

Losung: Eine Folge (a,) wird als Nullfolge bezeichnet, wenn es zu jeder positiven Zahl € eine Nummer n
mit der Eigenschaft gibt, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n ab ng gilt: |a,| < €.

Da die natiirlichen Zahlen nach oben nicht beschrénkt sind, gibt es eine natiirliche Zahl ng iiber 2, die

grofer als % ist. Fiir jede natiirliche Zahl n, die grofler als nyg ist, gilt dann folgende Schlusskette:
3+5 3
;E<n = 345e<2ne = 3<2ne-—bse = 3<(2n—-5e = 5,5 <¢
5 " —

Da n nach Konstruktion nicht kleiner als 3 (also 2n—5 positiv) ist, sind alle Umformungen der verwendeten
Ungleichung erlaubt.

2. Untersuche die Folgen (cos(2)), (cos(n - 7)) und (Cosn(")) auf Konvergenz.

n

Losung;:

Da (1) eine Nullfolge und cos stetig bei 0 mit Funktionswert 1 ist, konvergiert die Folge (cos(1)) gegen 1.

1 1
Wegen | cos((n+1)m)—cos(nm)| = 2 strebt die Differenz der jeweils benachbarten Folgenglieder nicht gegen
0; somit ist eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz nicht erfiillt.

Als Produkt der betraglich durch 1 beschréinkten Folge (cos(n)) und der Nullfolge (1) konvergiert die
Folge (cos(n - m)) gegen 0.

3. f sei eine ganzrationale Funktion vom Grade 5, g sei eine ganzrationale Funktion vom Grade 6. Fiir alle
Glieder einer Folge (d,,) gelte die Gleichung d,, - g(n) = f(n).
Weise nach, dass (d,,) eine Nullfolge ist.

Losung: Aus dem Unterricht ist bekannt, dass eine ganzrationale Funktion g von mindestens erstem Grad
fiir hinreichend grofie Argumentstellen keine Nullstellen mehr hat; fiir groBe Werte von n darf daher
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g(n) # 0 vorausgesetzt werden. Ausgehend von f(z) = 320 a;z’ und g(z) = Y20 bz’ (mit bg # 0)
erhilt man durch Kiirzen mit n® fiir hinreichend grofes n:

(o) BB BeHrses

gn)  BA B+ A+ BB+ 4

Nach der Summenregel fiir Grenzwerte streben alle Summanden aufler bg in Zdhler und Nenner gegen 0;
nach der Quotientenregel fiir Nullfolgen ist (d,) daher eine Nullfolge.

4. Fir alle Glieder einer Folge (w,,) gelte wy,+1 = v/2w,, — 1. Ferner sei bekannt, dass das erste Folgenglied
den Wert 13 hat.
Bestimme ws und ws, zeige, dass die Folge (w,,) konvergent ist und bestimme ihren Grenzwert s.
Losung: wo = 2wy —1=+2-13—-1=5; w3 =+2wy;—1=+2-5—-1=3.

Die Folge (w,,) ist antiton, wie sich durch Induktion aus wy =5 < 13 = w; und die folgende Schlusskette
ergibt: Wnt1 <Wp = Wpp1 —1<wp,—1 = Vwpqrr —1<Vw,—1 = wppo < Wpt1-

Als antitone und nach unten (z.B. durch 0) beschrinkte Folge hat (w,,) einen Grenzwert s; die Teilfol-
ge (wp+1) hat den gleichen Grenzwert, nach Summen- und Wurzelregel fiir konvergente Folgen hat sie
andererseits den Grenzwert +/2s — 1.

Aus s = /25 — 1 ergibt sich durch Quadrieren und Ordnen die quadratische Gleichung s — 2s +1 = 0
mit dem gesuchten Grenzwert als Losung: s = 1.

7.3.3 Aufgabe 3
Auf dem Intervall I = [1; 4] ist durch die Gleichung f(z) = 1 eine Funktion gegeben ( - die bekannte Kehr-

wertfunktion).
1. Z, sei die Zerlegung des Intervalls I in n Teilintervalle gleicher Lénge.
Erklidre, was man unter der Untersumme U(f, Z,) versteht, und berechne U(f, Zs).

Losung: Jedes Teilintervall der Zerlegung hat die Lange 4—;1. Bezeichnet man den i-ten Teilungspunkt des
Intervalls I mit x;, dann ist z; = 1+ - % Da f antiton ist, wird das Infimum jeweils am linken Ende des
betrachteten Teilintervalls angenommen:

i=1 i=1 n i=1

3 1 1 1
U(f, Zs) = = b o4 o4 =1,2178...
(£, Z6) ;64—32 ;24—2 sT1T5 6 7T s

2. Bestimme eine natiirliche Zahl n, fir die O(f, Z,) — U(f, Z,) < 0,01 gilt.

Lésung: Analog zur Bestimmung der Untersumme ergibt sich O(f, Z,,) = Z?;ol . iBi'
n—1 n
3 3 3 3 9
O aZn 7U ,Zn: T — - = —— — = —
(220) (f; Zn) ;n+32 ;n+3z n  4n  4n

Wihlt man also z.B. n = 250, dann hat man O(f, Z250) — U(f, Z250) = 1o55 = 0,009 < 0,01.

Bemerkung: Fiir den letzten Aufgabenteil kann man auch kiirzer die Formel fiir die Differenz zwischen
Ober- und Untersumme einer antitonen Funktion f bei der Zerlegung von [a; b] in n Teilintervalle gleicher

Lénge verwenden: O(f, Z,) —U(f,Z,) = w .

3. Erkldre, wann eine Funktion g integrierbar heiffit und was man - falls g integrierbar ist - unter dem Integral
von g versteht.

Zeige damit, dass f integrierbar ist.
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Losung: Die auf einem Intervall [a; b] definierte Funktion g heifit integrierbar, wenn sie beschrénkt ist und
zu jedem positiven ¢ eine Zerlegung Z des Intervalls [a; b] existiert, fiir die O(g, Z) —U(g, Z) < € gilt. Das
Integral von g ist dann das Supremum von U(g, Z) iiber der Menge aller Zerlegungen von [a;b] .

Da <%> eine Nullfolge ist, kann man fiir jedes positive € eine natiirliche Zahl n angeben, fiir die % und
somit auch O(f, Z,) — U(f, Z,) kleiner als ¢ ist. f ist somit integrierbar.

. Die Funktion h, definiert auf dem Intervall [1; 3], ist fast konstant: Sie hat an allen Stellen aufler bei 2

den Wert 2; h(2) =0
Weise nach, dass h integrierbar ist, und berechne [ h.
Losung: Fiir die natiirliche Zahl n betrachte man die Zerlegungspunkte 1;2 — %; 2+ %; 3.

Fiir die zugehorige Zerlegung Z,, mit diesen Teilungspunkten ist dann O(h, Z,) = 4,U(h, Z,) = 4 — % 2
Somit ist O(h, Z,) — U(h, Zy,) = % "2,

Da <%> eine Nullfolge ist, folgt die Integrierbarkeit von h; [h=4.

7.4 Klausur 12.1.2

7.4.1 Aufgabe 1

. Gegeben ist die Folge (a,) mit a, = Y ", -

1. Erkldre, was man unter einer Riemannschen Summe versteht, und zeige, dass die Folge der Riemannschen

Summen R(f, Z") gegen das Integral von f strebt, wenn f integrierbar ist und die Folge (§(Z})) (Feinheit
von Z) gegen 0 strebt.

Losung: Eine Zerlegung mit Zwischenpunkten Z* eines Intervalls [a;b] ist gegeben durch zwei endliche
Folgen (z;), (&) mit a =x9 <& <21 <& <wo <& <3< .6, <z, <D

Fiir die auf [a;b] definierte Funktion f ist die zugehorige Riemannsche Summe

va* Zf gz i_xzfl)

Wenn Z die zu Z* gehorende Zerlegung ohne Zwischenpunkte ist, so gilt fiir i = 1,2, 3, ...,n wegen
inf{f(x)|z € [zi—1; 2]} < f(&) < sup{f(z)|z € [xi—1;2;]} die Ungleichungskette

U(f,Z) < R(f,Z*) < O(f,Z). Wenn die Zerlegungen nun eine Folge durchlaufen, deren Feinheit ge-
gen 0 strebt, so konvergieren Unter- und Obersumme beide gegen das Integral von f, also nach dem
Einschlieungssatz fiir Folgen auch die Riemannschen Summen.

=1 n4z’

Berechne a1, as und as. Zeige, dass a,, eine Riemannsche Summe der Funktion f ist; dabei ist f(z) = =
definiert auf dem Intervall [0; 1]. Bestimme damit den Grenzwert der Folge (ay,).

.. . _ 1 1 _ 1, _\2 1 1 1 _ 7. _ 3 1 37
%a1_2i211+i_§’ “2—Z¢:12+i—§+1_ﬁ7 a3_2i213+z 4+ +6 60"

Fiir eine Zerlegung Z* von [0;1] in n Teilintervalle der Linge % ergibt sich mit den Zwischenpunkten
&= %(z =1,2,...,n) die Riemannsche Summe

R([,Z) =3 1=

i=1

n
=Y e
n -+

K2
n i=1

3\>—‘

X5

3\>—‘

Die Folge {(a,) konvergiert also gegen das Integral von f:

i = ‘1 r=1In(2) —In(1) =In
hman—/o dz =1n(2) —In(1) = In(2).
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3. Stelle die Funktion In als Integralfunktion dar; zeige hiermit - unter Verwendung des Mittelwertsatzes -,
dass In(2) zwischen 1 und 1 liegt.

Losung: In(z) = [ 1dt, also In(2) = ff 1dt.

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein £ € [1;2] mit ﬁ 12 %dt = %

Da ¢ zwischen 1 und 2 liegt, folgt + < ¢ < 1 und somit In(2) = ff 1dt = 515 f12 1dt = % €31

7.4.2 Aufgabe 2
Auf dem Intervall [-3; 1] ist durch die Gleichung f(z) = (22 — 1) - €* eine Funktion f gegeben.
1. Bestimme durch Berechnung einer Riemannschen Summe (Lénge der Teilintervalle sei 1) einen Niherungs-
wert fiir das Integral von f.
Losung: Wahlt man als Zwischenpunkte der Zerlegung die rechten Enden der jeweiligen Teilintervalle,
dann ist R(f, Z*) = f(=2)+ f(=1) + f(0) + f(1) = 3exp(—2) + 0+ (—1) + 0 = 3exp(—2) — 1 =~ —0,59%4 .
2. Berechne das Integral von f; erldutere hierbei das Verfahren der partiellen Integration.
Losung: Sind die Funktionen g und h auf [a; b] stetig differenzierbar, so gilt nach der Regel iiber partielle
Integration folgende Gleichung: f; g'(t) - h(t)dt = [g(t) - h(2)]" — f;g(t) W (t)dt.

Mit h(z) = 22 — 1,g9(x) = €*,a = —3,b = 1 und im zweiten Schritt h(z) = 2x liefert das Verfahren der
partiellen Integration:

1 1 1 1
/ (2 —1)-efdt = [(12 - 1) - €], —/ 2t - etdt; / 2t-efdt = [2t-¢]", —/ 2¢tdt
—3 -3 -3 -3
1
. 1 1 _
und somit [3(152 —1)-eldt = [t* =2t + 1) ~et]_3 =[t-1)>: et]_3 =—16-e%~ —0,797.

3. Bestimme den Mittelwert von f sowie den Inhalt der Fliche, die vom Graphen von f und der x-Achse
berandet wird.

Losung: Der Mittelwert m einer auf [a;b] definierten Funktion f errechnet sich als ;- f; f(t)de.

[(t—1)%- ¢, = —4-¢ ~ —0,199.

e~ =

1 1
m:f/ (t* —1)-efdt =

-3

Da die Exponentialfunktion {iberall positiv ist und der Ausdruck 2% — 1 nur fiir |z| < 1 negativ ist, ergibt
sich als gesuchter Flidcheninhalt A:

—1 1
_ 2 1Y) etdt — 2 _1).etdt = _ 2.et—1_ . 2'et1
A_/_3 (t* —1) - etdt /_l(t 1)-efdt=[(t—1) | o—[¢t-1) -,
A

=de ' —16e P +4et =8 — 1673 =8e 73 - (e? — 2) ~ 2,146.

4. Eine Folge (s,,) wird durch die Vorschrift s,, = fol t" - e* dt definiert.

Bestimme s1, $2, $3; zeige hierzu zunéchst, dass die Folge (s,,) die Rekursionsbedingung s,11 = e — (n+
1) - s, erfiillt.

Losung: Mit partieller Integration ergibt sich:
1 . 1 1
Sp+1 :/ "t etdt = [t""’l-et]o —/ (n+1)t" - eldt = e — (n—l—l)/ t"eldt=e— (n+1)-s,.
0 0 0

1 1
s1=/ t-etdt:[t-et]é—/ l-efdt=e—(e—1)=1.
0

0

Mit der Rekursionsformel fiir s,, ergibt sich damit

So=e—251 =e—2; sg=e—3sa=e—3(e—2) =6—2e.
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7.4.3 Aufgabe 3

1. Beweise den folgenden Transformationssatz mit Hilfe der Substitutionsregel:
Es sei f eine stetige reellwertige Funktion auf [a;b]; ¢ und k(k # 0) sind reelle Zahlen. Weiterhin sei

__ a—c _ b—c
a= =~ und = >°.

Dann gilt: [ f(z)dz = k- [ f(k-t+c)dt
Losung: Die durch ¢(t) = k - t + ¢ definierte Funktion ¢ bildet wegen

_ h—
2 C+c:a’a (P(ﬂ):k k,c

ola) =k - +c=b und ¢'(t)=k#0

das Intervall [o; 8] monoton auf das Intervall [a;b] ab. Nach der Substitutionsregel gilt daher
b 8 B8 B
/ f(z)dz:/ f(go(t))-go’(t)dt:/ f(k-t+c)-kdt:k-/ f(k-t+c)dt.

2. Berechne die folgenden Integrale: (1) [ sin(2¢ + 3)dt, (2) f02 z-Vx2 +5 dx, (3) [ In(t)dt .

Losung: Bei (1) errdt man —3(cos(2t 4 3)) als Stammfunktionsterm zu sin(2¢ + 3) und erhélt damit

s

/ " sin(2t+3) dt = {—; cos(2t + 3)} - —% (cos(27 + 3) — cos(3)) = 0.
0 0

Zur Berechnung von (2) wird die Substitutionsregel verwendet: Mit o(t) = t2 + 5, f(2) = /2 hat man
O (t) = 2t,0(0) = 5,¢(2) =9 und somit

2 2 2 9
/t~\/t2+5dt:%/ 2t~\/t2+5dt:%/0 gp’(t)~f(g0(t))dt:%/5 f(z) dz

0 0

19, 112 217 1 5
= — 7d:——7 = —.(27—-5. =0 - — ~ 273.
2/522 z 2[322]5 5 (275 V5) =9 3\/5 5,273

Die Auswertung des dritten Integrals erfolgt mit Hilfe partieller Integration:
€ € (& 1
/ In(t) dt:/ 1-In(t) dt = [t-ln(t)]i—/ t-g dt=e—-0-(e—1)=1.
1 1 1

3. Beweise als Folgerung aus dem Positivititssatz:
Ist die reellwertige Funktion f stetig auf [a;b] und gilt f(z) > 0 fiir alle z aus [a; ], so hat das Integral
von f genau dann den Wert 0, wenn die Funktion f konstant mit dem Wert 0 ist.

Losung: Die konstante Funktion mit dem Wert 0 hat das Integral 0. Nachfolgend wird gezeigt, dass das
Integral von f positiv ist, wenn es im Intervall [a; b] eine Stelle ¢ mit f(c) > 0 gibt.

Der Beweis wird zunéchst fiir den Fall gefiihrt, dass ¢ innerer Punkt von [a; 8] ist. Nach dem Posititvitéits-
satz gibt es eine positive Zahl ¢, fiir die gilt: [c¢ — ;¢ + ] ist Teilmenge von [a;b] und f(z) > @ >0
fir x € [c — §;¢+ d]. Fiir die Zerlegung Z = (a;¢ — ;¢ + d,b) hat die Untersumme U(f, Z) dann einen
Wert, der gréfler als § - f(c), also positiv ist. Als Supremum aller Untersummen ist daher das Integral von
f positiv.

Falls ¢ ein Randpunkt des Intervalls [a; ] ist, erfolgt der Nachweis analog mit einseitigen Umgebungen.

4. Berechne fil || dz .

Losung: Da der Integrand gerade und das Integrationsintervall symmetrisch zu 0 ist, hat man

4 4 4 x2 4
-4 0 0 2 |,
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7.5 Klausur 12.2.1

7.5.1 Aufgabe 1
Auf der Menge R\ {2} ist die rationale Funktion f durch die Funktionsgleichung f(z) = % . ff—_BQ gegeben.

1. Fiihre eine Kurvendiskussion durch.

Losung;:

1 23 by 1 3302(1;—2)—953_1 2x3)—6x2_x3)—3x2_x2(1;—3)
J@ =5 2=% JO=§5 =G "% w27 3w-27 3u-27°
vy 1 (@ —2)2(32% — 63) — (2° — 32?) - 2(z — 2)
f(x)*g' (z —2)4

~ (z—2)(32® — 1227 4 122) — (z — 2)(22° — 62?)

N 3(x —2)*

Ca? —622+ 122 z(2? — 62 +12)
3(x—2)3  3(x-2)3

Die Nullstellenmengen Oy = {0},0p = {0;3} und Oy = {0} sind jeweils an der Faktorzerlegung der
Zihler abzulesen; bei f”(z) ist der Faktor 2 — 6z +12 = (x—3)?+3 immer positiv. Als stetige Funktionen
koénnen f, ', f” nur an ihren Nullstellen und an der Definitionsliicke das Vorzeichen wechseln. Mit den
kritischen Stellen 0; 2 und 3 ergibt sich daher die folgende Vorzeichentabelle fiir die Funktion und ihre
ersten beiden Ableitungen:

X | —o0 0 2 3 00
f(x) | >0 | <0 | >0
'(x) | <0 | <0 | <O | >0
7(x) | >0 | <0 | >0

Wegen f(3) = 4,5 hat der Graph von f den folgenden Verlauf: Er verliuft fallend und linksdrehend im
zweiten Quadranten bis zum Ursprung, hat dort einen Sattelpunkt und fallt weiter - nun rechtsdrehend -
im vierten Quadranten, wo er sich asymptotisch der senkrechten Geraden mit der Gleichung x=3 n#hert.
Nach einem plus/minus-Vorzeichenwechsel an der Polstelle 3 féllt der Graph linksdrehend zum lokalen
Tiefpunkt P(3; 4,5) und steigt dann wieder linksdrehend.

2. Bestimme die Gleichung der zu f asymptotischen ganzrationalen Funktion g.
Fiir welche x-Werte unterscheiden sich f(z) und g(z) um weniger als & ?

Losung: Durch Polynomdivision erhélt man:

4

1
23 = (z—2)- (2% + 2z +4) + 8;mit g(z) = 6(352 + 2z + 4) hat man also f(z) = g(x) + @)
T —

1 4 1
- SN S 2> 4 2
|f(z) g(x)|<3<:)3‘x_2|<3<:>|x | >4<—= (< —-2Vz>06)

Ergebnis: Die gesuchte Funktion g hat die Gleichung g(z) = ¢(2% 4 2z + 4); fiir alle Stellen x aufierhalb
von [-2; 6] unterscheiden sich die Funktionswerte von f und g um weniger als %

3. Skizziere die Graphen der Funktionen f und g.

Losung:
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-6 1

4. Die y-Achse, die Parallele zur y-Achse durch den Punkt mit dem Koordinatenpaar (-6; 0) und die Graphen
von f und g beranden gemeinsam ein Flichenstiick. Berechne seinen Inhalt A.

Losung: Da f(x) —g(z) = ﬁ fiir negatives x negativ ist, verlduft iiber dem Intervall [-6; 0] der Graph

von f unterhalb des Graphen von g; fiir den gesuchten Flicheninhalt A ergibt sich daher

0 0
A= /_6(9(:6) — f(z))dz = —%/6 - i 5z = —% linjz -2 = %(m(s) —1In(2)) ~ 1,848.

5. Eine Kurve, die den Graphen von f an allen Stellen beriihrt, an denen dieser eine waagerechte Tangente
hat, heiflt f-deckend. Bestimme eine ganzrationale Funktion moglichst kleinen Grades, deren Graph f-
deckend ist.

Losung: Fiir die gesuchte ganzrationale Funktion ist notwendig und hinreichend h(0) = h’(0) = 0, die
Funktion enthiilt also einen Faktor x2. Wegen der beiden weiteren Bedingungen h(0) = 0 und h(3) = 4,5
ergibt sich mit dem Ansatz h(z) = az® + baz? wegen I (z) = 3az? + 2bz durch Einsetzen:

27a + 9b = 0 und 27a + 6b = 0, alsob:g, a:—g.

Die gesuchte f-deckende Funktion hat also die Gleichung h(z) = 7%373 + %xz.

7.5.2 Aufgabe 2
Im Raum liegen die drei Punkte A(7;12; —6), B(13;24;6), C'(13;18;24).

1. Zeige, dass C nicht auf der Geraden durch A und B liegt, und bestimme im Dreieck ABC die Groéfien a
und a.

Losung;:
13 7 6 13 7 6

c—a=[18]-|12]|=|6]; b—a=(2a|-[12]=[12
24 -6 30 6 -6 12
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Die beiden Richtungsvektoren ¢ — @ und b — @ haben nicht-proportionale Komponenten, sind also linar
unabhéingig. C' liegt somit nicht auf der Geraden durch A und B.

) 13 13 0
a=le=bl|=|18 |24 || =|[ -6 ||=6-vV02+12+32=6-V10~ 18,97.
24 6 18
6 6 1 1
12 x| 6 21 x| 1
cos(a) = (b—a)+(@G—a) _ 12 30 B 2 5 142410 13
16— al| - &~ | 6 6 1 1 3.V2T 93
12 |-/ 6 2 1l -1 1
12 30 2 5

3
——_ ) ~33,49°
9v/3 )

2. Vom Schwerpunkt S des Dreiecks ABC wird das Lot auf die Seite BC' gefillt. Bestimme die Koordinaten
des LotfuBBpunktes L.

Q. = arccos (

Losung: Der Dreiecksschwerpunkt S hat den Ortsvektor § = %(&' +b+ @), sein Koordinatentripel ist also
(3(T+13413); 3(12+24 + 18; 1(—6 + 6 + 24)) = (11;18;8).

Da L auf AB liegt, hat der Ortsvektor von L eine Darstellung der Form [ = d’—i—r(g— @). Durch Gleichsetzen
mit der Darstellung | = §+ (I — §) und Bildung des skalaren Produkts beider Seiten der Gleichung mit
dem zu (I — §) orthogonalen Vektor (b — @) und anschlieflendes Auflésen nach r erhélt man

. . . . s—ad)x(b—ad) - F— @)« (b—a) -
Gr(Go@) 41— G- = Fx(G—d)r= o Dx =0 p o (F20)x(b=d) 5 o
(b—a)*(b—a) (b—a)*(b—a)
4 6
6 x| 12
4 . 7 14 12 6
Wegen s—a= | 6 folgt daraus = [ 12 | + 12 |, und nach Kiirzen
14 -6 6 6 12
12 ]« | 12
12 12
4 1
7 6112 7 1 107
. 14 2 A4 1 107 196 34
-6 1 1 2 -6 2 34
21 %1 2
2 2

3. Der Mittelpunkt der Strecke AB sei D, der Mittelpunkt der Strecke C'D sei E. Die Gerade durch A und
FE schneidet die Seite BC' in einem Punkt F'.
BF

Ermittle die Koordinaten von D, E/ und F', und berechne damit das Teilungsverhéltnis 2.
Losung: Da F auf der Geraden durch A und F, und auch auf der Strecke BC liegt, 148t sich der Ortsvektor
von F als f: d+r(e€—d) und als f: b+ s(¢— l_;) darstellen; dabei gibt s das gesuchte Teilungsverhéltnis

an. Wegen
o 10 L 11,5
d= 5(&’—1— )= 18 Jund €= 5(5—1— )= 18 | liefert Gleichsetzen der Darstellungen
0 12
. 7 11,5 -7 13 0 4,5 0 6
von f: 12 | +r| 18—=12 | =24 | +s| —6 |, alsor| 6 + s 6 =112
—6 1246 6 18 18 —18 12
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Die komponentenweise Betrachtung der letzten Gleichung liefert r = 465 = %; wegen 6r + 6s = 12 erhilt
2

man damit s = 3.

o B 13 0 13
Damit ist f=b+s(@—b)= |24 | +2| -6 | =1{20]; F=(13;20;18).
6 18 18

4. Berechne allgemein (ohne Verwendung der konkret gegebenen Koordinaten und mit Hilfe linear unabhéngi-
ger Vektoren) das Teilungsverhéltnis 2.
Losung: Da die Lage des Ursprungs ohne Einflufl auf das gesuchte Teilungsverhiltnis ist, sei (ohne Be-

schrinkung der Allgemeinheit) B der Ursprung im Koordinatensystem. Nach Voraussetzung ist dann

1

B o1 1 N 1L 1
d= und e—c+§( —6’)—c+2(a—c)—2c+4a.

[\')\»—A

2

Der Ortsvektor von F' hat einerseits eine Darstellung der Form f = sC, wobei der Parameter s das gesuchte
Teilungsverhéltnis angibt; andererseits liegt F' auf der Geraden durch A und F; fiir den Ortsvektor von
F' gibt es daher auch eine Darstellung der Form

> Y o 1, 1, I T
f=d+r(@—ad)=d+r|zC+—-d—a =d-—ra+gC

Gleichsetzen der Darstellungen von f ergibt nach Ordnen und Zusammenfassen

(1—ir)a—(s—;)a

Da @ und ¢ linear unabhéingig sind - sonst wére das Dreieck ABC' zu einer Strecke ausgeartet - miissen
die KoefﬁZlenten der Vektoren den Wert 0 haben, es folgt daher 4 — 3r = 0, also r = g und s — £ =0 und
damit s = £; das ist das gesuchte Teilungsverhiltnis.

7.5.3 Aufgabe 3

Im Vektorraum R3 seien die Vektoren &, l_;, c, d gegeben.

—

1. Erklédre, was man unter einer Linearkombination von d,b,c,d versteht, und wann genau man sagt, die
Vektoren d@, b, ¢, d seien linear unabhdngig.

-

Beweise dann: Wenn da, [_)’7 gj linear abhéngig sind, aber a,b, ¢ linear unabhéngig sind, 148t sich d als
Linearkombination von da, b, ¢ darstellen.

Losung: Eine Linearkombination von @,b,,d ist ein Vektor, der sich in der Form ra@ + sb + ¢+ ud mit

reellen Zahlen 7, s, ¢, u darstellen la8t. Die Vektoren d, b, &, d werden als linear unabhanglg bezeichnet, wenn
0@ + 0b + 0Z + 0d die einzige Darstellung des Nullvektors o' als Linearkombination von @, b c, d ist.

Wenn die Vektoren d, b, c, d linear abhéngig sind, gibt es eine Darstellung des Nullvektors in der Form
7@+ sb+t¢+ ud mit (r;s;t;u) # (0;0;0;0). Wire v = 0, hattte man mit r@ + sb+ £ eine Darstellung von
o als Linearkombination von d, I;, ¢, bei der nicht alle Koeffizienten den Wert 0 haben, die drei Vektoren
wéren also im Widerspruch zur Voraussetzung linear unabhingig.

Somit ist u # 0 und d= o+ _iul;+ _iué die gesuchte Darstellung von d.

2. Von den Vektoren a, 5, ¢ (alle drei # 0) sei vorausgesetzt, dass jeder zu den beiden anderen orthogonal ist.

Erkldre, wann zwei Vektoren (zueinander) orthogonal heifien, und beweise, dass unter den gegebenen
Voraussetzungen @, b, ¢ linear unabhéngig sind.

Losung: Zwei Vektoren heiflen orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt den Wert 0 hat.

Zum Nachweis der Behauptung ist zu zeigen, dass aus ra + sb+té=3 folgt: r=s=t=0.

Ausri+sb+té=a folgt durch skalare Multiplikation mit @ : r@a*d+0+0 =0, also 7 = 0. Analog
ergibt sich durch Bildung des Skalarprodukts mit b,¢: s =0 bzw. t = 0. Das war zu zeigen.
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3. Fiir beliebige Vektoren # und ¢ aus R?® definiere man & * ¢ durch die folgende Gleichung:

Txxyf=3r1 Y1 + D2 - y2 + 2x3 - y3 — 221 - y3 — 2x3 - y1; dabei sind z1, z2, z3 die Komponenten von &
und y1,y2, y3 die Komponenten von .

Es ist zu beweisen, dass durch diese Definition von ** ein Skalarprodukt definiert wird.

Losung: Es ist zu zeigen, dass fiir allle @, l_;, ¢ € R? und fiir alle reellen Zahlen r, s die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(0) @xxbeR

(1) @x*a>0;=0&d=30

(2) @%xb=bxx

(3) a@x (5+a:(a**g)+(a**g)

(4)  (rd) % b = r(a@ * =b)
Die Bedingung (0) ist offensichtlich erfiillt, da die Berechnung mithilfe der Grundrechenarten mit den
(reellen) Komponenten der Vektoren erfolgt.
Zu (1): @**d@ = 3a3 +5a3 +2a% — 2a; - a3 — 2a3 - a1 = (a1 —a3)? + (a3 —ay1)? +a? + 5a3; das ist als Summe
von Quadraten nie negativ und nur null, wenn alle quadrierten Zahlen den Wert 0 haben, also wenn gilt:
a1 = ag = az = 0.
Zu (2): a * *g = 3a1b1 + basby + 2a3bs — 2a1b3 — 2a3b; = 3biay + Hbaas + 2bsas — 2bjas — 2bsa; = g* *d.
Zu (3) Ei* *(5+ 6) = 3(11(b1 + Cl) —+ 5a2(b2 —+ CQ) —+ 2a3(b3 —+ 63) — 2(11(1)3 =+ 03) — 2(13(1)1 —+ Cl)

= (3@1[)1 + Sasby + 2a3bs — 2a1b3 — 2@3[)1) + (3@101 + dagcs + 2a3c3 — 2a1c3 — 2@301) = (C?* *6) + (CT* *E)
Zu (4): (rd@) * b = 3(rai)by + 5(raz)by + 2(ras)bs — 2(ray )bs — 2(ras)by

=7r- (3(11[)1 + Sagbs + 2a3bs — 2a1b3 — 2(13b1) = T(C_i* *g)

4. Im Raum sind acht Punkte hellrot, acht Punkte hellgriin, acht Punkte hellblau und acht Punkte hellviolett
gefarbt. Zu jeder dieser Gruppen von acht Punkten wird der Schwerpunkt bestimmt und entsprechend
(dunkelrot, dunkelgriin, dunkelblau oder dunkelviolett) gefirbt.

Entscheide (mit Nachweis), ob die vier dunkel gefiirbten Punkte nun den gleichen Schwerpunkt haben wie
die zweiunddreiflig hell gefirbten Punkte.

Losung: Die Ortsvektoren der acht hellroten Punkte seien mit 77,75, ..., 7s bezeichnet; der Schwerpunkt
der hellroten Punkte habe den Ortsvektor 7. Entsprechend seien die Ortsvektoren der hellgriinen Punkte
mit g;, die Ortsvektoren der hellblauen Punkte mit l_); und die Ortsvektoren der hellvioletten Punkten mit
¥; bezeichnet (i = 1,2, ..., 8), und die Ortsvektoren der jeweiligen Gruppe seien g bzw. b bzw. #. Nach der
Formel fiir den Ortsvektor des Schwerpunkts ergibt sich:

oo\»—'
oo\»—*
oo\»—*

SR LR P

Fiir den Ortsvektor § des Schwerpunkts der vier dunkel gefarbten Punkte gilt daher

Der letzte Ausdruck gibt den Ortsvektor des Schwerpunkts der 32 hell gefirbten Punkte an, also haben
die vier dunkel gefarbten Punkte den gleichen Schwerpunkt wie die 32 hell geférbten.
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7.6 Klausur 12.2.2

7.6.1 Aufgabe 1

1. Beweise, dass fiir beliebige Vektoren a, 57 ¢ € R3 stets die folgenden Formeln gelten:

-

(a) (@xb)xé=@xb—(bxda (b) (@xb) = (@xb)=

S QL
S oy

ISTRRSE
SRl

Losung;:

-,

Zu (a): Es werden jeweils die zur Behauptung quivalenten Gleichungen (@ xb) x ¢— ((d’ « Q)b — (b * E’)d’) =0

bzw. (@ x l;) *(adxb)— C_L,* % ‘j ¥ li = 0 bewiesen. Einsetzen der Platzhalter fiir die Komponenten ergibt:
a * axda
. o agbs — azby c1 by ay
Zu (a): (C_iXb) X C— (E]:*E)b-’-(b*é)[i = a3b1 — a1b3 X | c2 _25):1 a;C; b2 +Z§:1 biCi ag
a1b2 — CLle C3 b3 as
(a3b1 — a1b3)03 — (a1b2 — a2b1)02 (a101 + asca + (lgCg)bl (b101 + baco + bgcg)al
= (a1b2 — a2b1)01 — ((12b3 — a3b2)03 — (alcl + asco + 0,3(33)1)2 + (blcl + boco + bgcg)ag =0
(azbs — azbz)ca — (asby — arbz)cy (a1c1 + azea + azcs)bs (bicr + baco + bscs)as
P agbg - a3b2 a2b3 — agbg
Zu (b): (@x D)« @xb)—| 0% TN aby |+ | ashy —arbs | — (@%@)- (BD) + (@ +5)2
axb bxb a1b2 —a2b1 ale —a2b1
= (a2b3 — a3b2)2 + (a3b1 — a1b3)2 + (a1b2 — a2b1)2 — (a? + a% + a%)(bf + b% + bg) + (a1b1 + agby + a3b3)2
= a2b? — 2aza3babs + aZb3 + a3b? — 2a1a3b1bs + a3bi + a2b3 — 2a1a2b1be + a3b3  — a3b? — a3bd — a3l
— a3b? — a3b3 — a3b3 — adb? — a3b3 — a2b?  + alb? + a3b3 + a3b3 + 2a1a2b1bs + 2a1a3b1bs + 2a2a3babs

=0

2. Fiir welche (beiden) Werte von s hat das folgende lineare Gleichungssystem nicht genau eine Losung?

r+sy+2=10
r+2y+42=3
r+y+sz=1

Losung: Die Systemdeterminante

— =
N ®»

1
4 | hat den Wert
s

D=(2s—4)—(s>—1)+(4s—2) = -5+ 6s—5=(s—5)(1 — s).

Das Gleichungssystem hat genau dann keine eindeutige Losung, wenn die Systemdeterminante den Wert
0 hat, also fiir s = 1 und s = 5.

3. Lose mit Hilfe der Cramerschen Regel das im vorhergehenden Aufgabenteil angegebene Gleichungssystem
fiir den Fall s = 4.

Losung: Die Systemdeterminante hat fiir s = 4 den Wert D = (4 — 5)(4 — 1) = 3. Fiir die anderen
Determinanten ergibt sich

10 4 1 1 10 1 1 4 10
D,=|3 2 4|=9, D,=|1 3 4|=6, D,=|1 2 3 |=-3.
1 1 4 1 1 4 11 1

Ergebnis: v = 5 =5 =3jy= 7 =3=2j2=F =35 =—1.
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7.6.2 Aufgabe 2
Im Raum schwebt ein Tetraeder T mit den Ecken A(1;0;1), B(2;1;1),C(—1;2;9) und D(2; —1;6).
1. Bestimme die Lénge [ und den Fuflpunkt F' des Lotes von D auf die Ebene durch A, B und C.

Losung: Die Ebene durch A, B, C' wird nachfolgend mit Ey bezeichnet. Thre Normalenrichtung ist durch
den Vektor (b — @) x (¢— @) gegeben.

1 —2 8 2 2
(b—ad)x(é—a)=[1]x| 2 | =|-8]=4-| —2|. Ein Normalenvektor ist daher 7 = [ —2
0 8 4 1 1
1 2
Wegen axii= | 0 | * | —2 | =3 hat Ey die Gleichung 2z — 2y + z = 3.
1 1
24 2r
Der Ortsvektor des LotfuBBpunkts F' hat eine Darstellung der Form f=d+ri= | —1 —2r
641
Einsetzen der Koordinaten von F in die Gleichung der Ebene Ey ergibt 2(2+42r) —2(—1—2r)+6+r = 3,
also 97 = —9 und somit r = —1.
Mithin hat F' das Koordinatentripel (2 —2;—1+2;6 — 1) = (0;1;5).
L 2
I=lld=fl=|{-2||=Vv4+4+1=3
1

2. F sei die Ebene mit der Gleichung z — y — 2z — 15 = 0.
Weise nach, dass diese Ebene keinen Punkt mit dem Tetraeder T gemeinsam hat.

1
Losung: Wegen -1 = /6 erhiilt man beim Einsetzen der Koordinaten z,y, z eines Punktes in den
2

Ausdruck = — y — 2z — 15 jeweils das v/6-fache des vorzeichenbehafteten Abstands dieses Punktes von
der Ebene E, wobei das Vorzeichen genau dann negativ ist, wenn der Punkt im gleichen Halbraum wie
der Ursprung liegt. Der so erhaltene Wert fiir einen Punkt X wird nachfolgend (fir X = A, B,C, D)
abkiirzend mit 6 X bezeichnet:

0A=1-0-2-15=-16; 0B=2—-1-2-15=—16;
0C=-1-2-18-15=-36; 6D=2+1-12—-15=—-24.

Alle vier Ecken (und damit das ganze Tetraeder T) liegen also auf der gleichen Seite der Ebene E.
3. Zeige, dass der Punkt L(0;8;11) auf der gleichen Seite von E liegt wie T, und dass sein Abstand zu E
grofer ist als der Abstand eines jeden Punktes von T zu FE.

Losung: Nach den Ergebnissen der vorherigen Teilaufgabe und mit der dort eingefithrten Bezeichnung
reicht der Nachweis der Ungleichung 6L < min(§A,dB,6C,4D), also 6L < —36.

Wegen §L =0 —8 — 22 — 15 = —45 < —36 gilt die Ungleichung.

4. Eine im Punkte L befestigte Lichtquelle erzeugt in der Ebene E einen Schatten von T.

Berechne die Koordinaten des Bildpunkts C” und beschreibe einen Weg zur Uberpriifung, ob C’ auf dem
Rande der Schattenfliche liegt.

Losung: Ein Punkt auf der Geraden durch L und C' hat einen Ortsvektor der Form I+7- (¢ —13, erlaubt also
eine Koordinatendarstellung der Form (0 + r(—1 —0); 8 + r((2 — 8); 11 + (9 — 11)) = (—r; 8—6r; 11—2r).
Einsetzen in die Koordinatengleichung von E ergibt —r — 8 + 61 — 22 + 4r = 15, also 97 = 45 und somit
r =>5. C hat das Koordinatentripel (—5; —22;1).

Bezeichnet man den Schnittpunkt der durch L und C gezogenen Geraden mit der Ebene des Dreiecks
ABD mit C*, dann liegt C’ genau dann im Inneren der Schattenflche, wenn C* im Inneren des Dreiecks
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ABD liegt. Dazu ist dquivalent, dass in der Parameterdarstellung des Ortsvektors von C* als Punkt der
Ebene durch A, B, D - nimlich ¢* = @+ r(b— @) + sr(d — b) - die Parameter  und s beide zwischen 0 und
1 liegen.

7.6.3 Aufgabe 3

E sei die Ebene durch drei (nicht kollineare) Punkte A, B,C - dabei ist zunéchst (fiir diesen Aufgabenteil)
weder die Ebene E noch sind die Punkte A, B, C' speziell gewéihlt.

1. F sei die Menge aller Raumpunkte X, deren Ortsvektor eine Darstellung der Form Z = ra + sb + ¢ mit
r+ s+t =1 zulafit.
Welcher Zusammenhang besteht zwischen E und F 7 (Nachweis!)

Losung: Nach Voraussetzung ist » = 1 — s — t, fiir die Parameterdarstellung eines Punktes X von F' gilt
daher # = (1 — s — )@+ sb+ té = @+ s(b— @) + t(¢— @). Da dies eine Parameterdarstellung der Ebene F
ist, folgt, dass jeder Punkt von F' in E liegt. Die gleiche Umformung in anderer Richtung zeigt, dass auch
jeder Punkt der Ebene E zu F' gehort. Die beiden Punktmengen sind also identisch.

2. Nun werden A und B wie in Aufgabe 2 gewéhlt; P sei der Punkt mit dem Koordinatentripel (-1; -5; 1).
FEjy sei die Ebene durch A, B und den Ursprung O.

Bestimme die Schnittmenge der beiden Ebenen E und Ej.

1 2 -1
Losung: Die Normalen der Ebene Fy haben die Richtung a x b=lo|x[1]= 1
1 1 1

Die Ebene Ey hat also die Gleichung x — y — z = 0. Da die Normalenvektoren der beiden Ebenen linear
unabhéngig sind, schneiden sich die Ebenen in einer Geraden. Ein Punkt mit Koordinatentripel (z;0; z)
liegt genau dann in beiden Ebenen, also auf der Schnittgeraden, wenn beide Gleichungen z — z = 0 Und
x — 2z = 15 erfiillt sind, also wenn (z;2) = (—15; —15) gilt. Ein gemeinsamer Punkt beider Ebenen ist
also z.B. Q(—15;0; —15). Da die Schnittgerade der Ebenen orthogonal zu beiden Normalenrichtungen ist,

1 1 1
wird sie durch das Kreuzprodukt der beiden Normalenvektoren erhalten: | —1 | x | =1 | = 1
-1 -2 0
—15 1
Ergebnis: Die Schnittmenge ist eine Gerade mit der Parameterdarstellung 7 = 0 +r- | 1.
—15 0

3. Die drei Koordinatenachsen schneiden F in Punkten Xg, Yy und Zj.
Berechne die Koordinaten dieser Punkte sowie den Fldacheninhalt von Dreieck XyYpZy.

Losung: Fiir die Koordinaten (z;y; z) eines Schnittpunktes von E mit der ax-Achse gilt y = z = 0, also
x—0—2-0=15, und somit x = 15.

Daher ist X = (15;0;0). Analog ergibt sich Yy = (0; —15;0) und Z, = (0;0; —7,5).

Der Fliacheninhalt F' des Dreiecks errechnet sich als halbe Norm des Kreuzprodukts aus zwei das Dreieck
aufspannenden Vektoren:

1 /s 15 1 2 1
F:§||(fo—g’o)xfo—2'0)||:§ 5x]| 0 =752l 1] x[o]|=75% -1
0 7,5 0 1 -2

Der gesuchte Flicheninhalt betrigt also 7,52 - v/6, also ca. 137,78 .

4. Bestimme die Grofie a des Winkels zwischen den Ebenen F und Ej.
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Losung: Bezeichnet man die Normalenvektoren der Ebenen E und Ey mit 7 bzw. 719, dann berechnet sich

der Kosinus des gesuchten Winkels « als W

1 1
—1*—1

4
= arccos —— ~ 19,47°.

4
G
-2

7.7 Klausur 13.1.1
7.7.1 Aufgabe 1

In P; wird durch die Definition f x g = fol f(t)g(t)dt bekanntlich ein Skalarprodukt erklirt. U sei der von
D2, 1, Po aufgespannte Unterraum.
Bezeichnungserlduterung (nachtréglich fiir spitere Leser eingefiigt): P3 ist der Vektorraum der ganzrationalen
Funktionen vom Grade < 3; p; ist die Potenzfunktion i-ten Grades (p;(x) = 2* fiir i = 0, 1, 2, 3).
1. Bestimme eine ONB von U durch Orthonormieren von {ps,p1,po} in dieser Reihenfolge.
(Zur Kontrolle: Man erhilt b3 = 10ps — 12p1 + 3po).

Losung: Die Ergebnisse der Orthonormierung werden (in dieser Reihenfolge) mit by, by, bs bezeichnet.

1 . .
pixp; = Jy 2 dr = sy V= pas |V = el = VP2 ¥ D2 = /5 = ”pz =5 p.
by =p1 — (b1 *p1) by =p1 — 5(172 *p1)p2 = p1 — 2p2 = §(4p1 — 5p2)

[b5]| = ++/T6p1 * p1 — 40p1 * p2 + 25p2 % p2 = 11/ 2 —10+5 = %\/g; by = m =/3(4p; — 5p2).

by = po — (b1 * po)b1 — (b2 * po)ba = po — 5(p2 * Po)p2 — 3(4p1 * Po — 5p2 *po)(4p1 — 5p2)
=po— 2p2 —3(2— 3)(4p1 — 5p2) = po — 5p2 — 4p1 + 5p2 = po — 4p1 + Hp2 = 5(3po — 12p1 + 10p2)
[[65]] = 3+/9po * po + 144py * p1 + 100p2 *p2 —T2po * p1 + 60pg * pa — 240p; * po
=1/9+48+20-36+20—60=1%; b3= A Hb = 3po — 12p1 + 10p,.

2. Man erklédrt eine Abbildung ¢ von Ps in U, indem man jedem Vektor p aus Ps als Bild ¢(p) den p aus
U heraus optimal approximierenden Vektor zuordnet. Weise nach, dass die Abbildung ¢ linear und nicht
injektiv ist, und bestimme Bild(y).

Losung: Der p aus U heraus optimal approximierende Vektor ist Z?:1(bi * p)b;. o ist linear, denn

3 3 3
p(tp+sq) =Y _(bi* (tp+59))bi = >_ (b p+bi* sq)bi = Y _(¢(bi  p)bi + s(b; * q)b;)
i=1 i=1 i=1
3 3 3
:Zt(bi*p)bi—&-Zs (b % q)b; =t - Z (b xp)b; + s - Z(bi*q)bi =t ¢ +s-¢(Q.
i=1 i=1 i=1 i=1

Da U Teilmenge von Ps ist und jedes Element von U sein eigenes Bild ist, folgt: Bild(¢) = U.

3. Erklire allgemein, was man unter U+ versteht, und weise nach, dass der Vektor p — ¢(p) fiir jedes p aus
Psin U™t liegt.
Losung: U+ ist die Menge aller Elemente von Ps, die orthogonal zu jedem Element von U sind.

Da (b1,be,b3) eine Basis von U ist, geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes j aus {1,2,3} und fiir jedes p aus
P5 der Vektor p — ¢(p) orthogonal zu b; ist.

3 3 3
(PZ(bi*p)bz) *bj = pxby *Z(bi*P)bi*bj :P*bj*Z(bi*P)(Sij =pxb; —bjxp=0.

i=1 =1 i=1
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4. Berechne den Vektor ¢(ps3); iiberpriife anhand dieses speziellen Ergebnisses die Orthogonalititsaussage
aus dem vorhergehenden Aufgabenteil.

Losung:  ¢(p3) = (p3 * b1)by + (p3 * ba)by + (p3 * b1)by

1 4 5 3 12 5
=5.= 3-(=—)4p; — 5 S 2 Y(3pe — 12 10
Rk (5 6)( P1 p2)+(4 = +3)( Do 1+ 10p2)

5 1 45 — 144 + 100
. ——V(4p, — - —12 1
gP2 +( 10)( p1 — 5p2) + 60 (3po D1 + 10p2)
*§ 72 Jr1 +i(3 —12p1 + 10 )*é 72 Jr1 Jri 71 +1
= 6102 5101 2102 60 Po P1 D2) = 6p2 5p1 2p2 20170 5P1 6172

133
*20170 5P1 2172

3

(ps) = 1 + 3
b3 — p\P3) = P3 20270 5271 2272

Zum Nachweis, dass ps —p(ps3) orthogonal zu allen Vektoren aus U ist, wird gezeigt, dass die Skalarprdukte
mit den Basisvektoren pg, p1,p2 den Wert 0 haben.

(ps — 5500 + 2p1 — 3p2) * po = 3 * Po — 3500 * Do+ 2p1*po— Sp2a*xpo =% — 35+ =25 —5-3=0
(p3 — 95P0 + 2p1 — 5p2) % p1 = Pp3 *P1 — 55P0 %P1+ Sp1*p1— Spaxpr=1 — 45+ 1 —5=0
(p3s — 55P0 + 2p1 — 3p2) %P2 = D3 * P2 — 5500 * P2+ 2P1 ¥ P2 — SP2*P2 = ¢ — g5+ 35 — 15 =0

7.7.2 Aufgabe 2

Die Punkte A, B und S sind durch ihre unten angegebenen Koordinaten gegeben; g sei die Gerade durch A und
O (Ursprung); F sei die Ebene durch A, B und O. A = (-2; 2; -6), B=(1; -3; 2), S=(-11;14;12).

1. Zeige, dass die drei Punkte A, B und O nicht kollinear sind, und bestimme Parameterdarstellungen von
gund E .

Losung: Da die Komponenten von a und b nicht proportional sind, sind d, b nicht linear abhéngig, B liegt
also nicht auf der Ursprungsgeraden durch A. Richtungsvektor der Ursprungsgerade ¢ ist @, Richtungs-
vektoren der Ursprungsebene E sind @, b. Die gesuchten Parametergleichungen sind somit ¥ = rad und
Z=ra+ sl_;, mit den gegebenen Werten also:

-2 -2 1
g:Z=r| 2 |; E:Z=r| 2 |+s| -3
—6 —6 2

2. Ly sei der Fupunkt des Lotes von S auf g. Wéhle die Voraussetzungen des Approximationssatzes so
speziell, dass sich als optimal approximierender Vektor I;(der Ortsvektor von L) ergibt. Bestimme L;
durch Anwendung des Approximationssatzes.

Losung: Mit der linearen Hiille von @ als Unterraum Uj ist der Ortsvektor des gesuchten Punktes L,
derjenige Vektor, der S aus U; heraus optimal approximiert. Normieren von @ zum Vektor u; ergibt

1 [ 2 T

—_

1

=gt =

1 = — =

- — | 2 |=—11
||aH \/44 -6 \% 11 -3
Der s aus U; heraus optimal approximierende Vektor ist dann
-1 1

1 )=1-1]; Li=(1,-1,3).
-3 3

11+ 1436

l_{ = (uy * §)uy 11
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3. Lo sei der Fuipunkt des Lotes von S auf E. Wéhle die Voraussetzungen des Approximationssatzes so
speziell, dass sich als optimal approximierender Vektor Iy (der Ortsvektor von Ls) ergibt. Bestimme Lo
durch Anwendung des Approximationssatzes.

Losung: Der von den Richtungsvektoren aufgespannte Unterraum Us hat die Basis (i, 5) Durch Ortho-
normieren erhélt man als zweiten Vektor @ einer Orthonormalbasis (i1, 4s) von Us:

1 1 11-10 1
- 14+3+6 10 10
iy =b— (G xb)iy = [ —3 —% “1 = (383410 ) =7 | -2 ),
2 3 22 — 30 -8
. 1 1 1 1
y= - | —23 | = — | —23

VIZ+232+87 | g | vBod | g

Man erhélt l; als optimalen Vektor der Approximation von s aus U, heraus:

1 -1 1 1
., —429 13
ly = (uy * &)y + (up * &up = | —1 +m 1 = -1 BRT —23
3 -3 3 -8
. 1 18 —13 5
h=-—|-18+13-23 | == (281 |; Ly~ (0,278;16,61;8,78).

18\ 3.18+8.13/) 18\ 158

4. Die Durchfiihrung der Teilaufgaben 2. und 3. ergibt, dass L; und Lo verschieden sind. Bestimme die Menge
aller Punkte X, die anstelle von S in den vorhergehenden Aufgabenteilen verwendet zu Ergebnissen fiithren,
bei denen Ly und Ly gleich sind.

Losung: Die Punkte Ly und Lo fallen zusammen, wenn der FuBBpunkt des von X auf die Ebene F gefillten
Lotes auf g liegt, wenn also X in der Ebene durch g mit dem Normalenvektor us liegt. Die gesuchte Menge
besteht also aus den Punkten der Ebene mit der Gleichung & * iy = 0.

7.7.3 Aufgabe 3

0,6
1. Bestimme irgendeine orthonormierte Basis B= {b;; b;; b_:;} von R3, wobei b_i = 0 ist.
0,8

Losung: Die folgenden normierten Vektoren gg, 53, die sowohl zu b; als auch zueinander orthogonal sind,
lassen sich erraten:

. 0,8 . 0
by = 0 , by3=11
—0,6 0
x
2. Nun definiert man eine Abbildung ¢ von R?® in R3, indem man jedem Vektor | y | den Bildvektor
z

xb_i + yb_é + zb_;; zuordnet. Zeige, dass die Abbildung ¢ linear ist.

Losung: Zu zeigen ist, dass fiir alle Vektoren «, ¥ und alle reellen Zahlen r, s die folgende Gleichung erfiillt
ist: p(ri+ sv) = ro(@) + sp(v) . Bezeichnet man die Komponenten mit u, ug, ug bzw. vy, vs, v3, o ergibt
sich

3

3 3
o(rd + sv) = Z(rul + svl Z Z vib; =
=1 i=1

i=1

3
Z vibi = rp(@) + sp(9)

nmw
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3. Weise nach, dass die Abbildung ¢ sogar isometrisch (lingentreu) ist, das heifit, dass fiir jeden Vektor aus
R? der Bildvektor die gleiche Norm wie der Urbildvektor hat.

Losung: Da die Norm eines Vektors nicht negativ ist, geniigt der Nachweis, dass die Quadrate der Normen

von Urbild- und Bildvektor iibereinstimmen. Dazu werden nicht die speziell gewiahlten Werten von 51, 52, 53
benutzt, sondern es wird lediglich verwendet, dass diese Vektoren eine Orthonormalbasis des Raumes R?
bilden, also jeweils die Norm 1 und paarweise das Skalarprodukt 0 haben (b; * b; = §;;) .

3

3 3
lp@@)* = wsbix Y ugby = > uf = [l
i=1 j=1

i=1

7.7.4 Aufgabe 4

Im (x,y)-Koordinatensystem sind n Punkte (x1;y1), (€2;92), ..., (Tn; yn) gegeben. Es wird eine Parabel héchstens
zweiter Ordnung gesucht, die durch den Ursprung verliduft und die Punkte in folgendem Sinne moglichst gut
approximiert: Ist p(z) der Funktionsterm der Parabel, so soll der Ausdruck Y7, (p(z;) — y;)* mdglichst klein
sein.

Spezialisiere die Voraussetzungen fiir den Approximationssatz so, dass sich damit eine Losung dieses Problems
ergibt, und skizziere den Lésungsweg.

Losung: Zunichst wird (als lineare Hiille) der folgende Unterraum U des Raumes R™ und der folgende Vektor
if betrachtet:

1 1 !L’i Y1
1 T2 D) . Y2
U = < : ) : ) : > 9 Yy = .

Die folgende Uberlegung setzt voraus: n > 3 und 1, z2, 23 paarweise verschieden. Andernfalls vereinfacht sich
das Vorgehen.

Nun wird aus U heraus den Vektor i/ des Raumes R™ nach Aufstellen einer Orthonormalbasis von U approxi-
miert. Nach dem Verfahren des Approximationssatzes erhélt man einen Vektor z € U, fiir den ||z — ¢/|| minimal
ist. Wenn dann 2 beziiglich der Basis ((1)™,, (z;)",, (z?)™) die Koordinaten a,b, ¢ hat , dann gilt:

2
1 1 ,’E; Y1
. 1 T2 T3 Y2 "
12 =41% = || o Bnat 2 P I ol R (I :Z(aerxiJrcxffyi)Q.
' : - : i=1
1 Tn 37% Yn

Wihlt man also fiir die gesuchte Parabel die Funktionsgleichung p(x) = a+bx+cx?, so leistet diese die verlangte
optimale Approximation.

7.8 Klausur 13.1.2
7.8.1 Aufgabe 1

Zu den reellen Zahlen c, p, g, 7, s bildet man in R? folgende vier Vektoren

1 2 c 1
ay = 1], aa=1 0], a3= 1 , ay = 1 ,
1 6 -1 -3

und in R* die vier Vektoren

1 q 2 0

- 0 - 2 - 4 - s
dl - O 9 d2 - 3 I d3 - r 9 d4 - _ 1

P 4 8 0
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1. Fiir welche Werte von c gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ von R? nach R* mit
e p(di) = ds, p(daz) = d> und p(az) = ds

Losung: Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Abbildungen gibt es genau dann eindeutig
eine lineare Abbildung ¢ mit p(d@;) = d; fiir i = 1,2,3, wenn die drei Vektoren @, @2, as eine Basis des
dreidimensionalen Raumes R? bilden, also linear unabhingig sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn ihr
Spatprodukt verschieden von null ist.

1
[d1,d2,d3) =6c—2 ;=0 nur fﬁrc:g.

Es gibt also fiir alle Werte von ¢ aufler ¢ = % genau eine derartige Abbildung.

2. Man wihlt nun speziell fiir ¢ den Wert ¢ = 3. Zeige, dass es dann eindeutig bestimmte reelle Zahlen
p,q,r,s und genau eine lineare Abbildung ¢ von R? nach R* gibt mit

- - -

o plai)=di, ¢la)=dy, (as)=ds @(ds)=d,
Bestimme diese Werte p, q, 7, s.

Losung: Fiir ¢ = 3 bilden nach dem vorhergehenden Aufgabenteil die Vektoren d, ds, @3 eine Basis von

R3; @, ist also als Linearkombination von @, ds,ds darstellbar: t@, + uds + vds = d4. t,u,v sind die
Komponenten des Losungsvektors im Gleichungssystem

t+2u+3v=1 A t4+v=1 A t+6u+t+v

Die zugehérige Systemdeterminante wurde im vorhergehenden Aufgabenteil (als Spatprodukt fiir allge-
meines ¢ als [dy,d2,d3] = 6¢ — 2) berechnet, betrigt also D = 6 -3 — 2 = 16 . Da die Determinante
des linearen Gleichungssystems verschieden von 0 ist, kann man ¢, v, v mit Hilfe der Cramerschen Regel
berechnen. Wegen

1 2 3 1 1 3 1 2 1
Di=| 1 0 1 |=8 D,=|1 1 1 |=-8 D,=|1 0 1 [=8
-3 6 -1 1 -3 -1 1 6 -3
i w4, _Di 8 _ k.., Dy -8 e, D, 8 _
Man erhélt somit t = 7 = % =0,5;u= 7 = 77 = 0,5;0v = 7 = 1z = 0,5.

Da ¢ additiv und homogen ist, folgt aus ta; + u

@

2 + vd3 = dy4 die Giiltigkeit der Gleichung
to(@r) + up(@s) + vo(ds) = (@), also tdy +udy + vds = dy.

FEinsetzen der fiir ¢, u, v errechneten Werte ergibt

1 q 2 0
0 2 4 S

0,5 0 —-0,5 3 +0,5 e yalsop=—-4,9g=3,r=1,s=1.
P 4 8 0

Fiir die weiteren Teile dieser Aufgabe sei nun ¢ die lineare Abbildung von R? nach R* mit der Matrix
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3. Begriinde, warum eine lineare Abbildung von R? nach R* nie surjektiv sein kann, und gib speziell einen

Vektor aus R* an, der nicht zu Bild(y) gehort.

Losung: Da R? die Dimension 3 hat, ist nach dem Dimensionssatz rg(p) = 3—def(y), also héchstens 3. Fiir
eine surjektive Abbildung ¢ nach R* miisste aber Bild(y) = R* (mit Dimension 4) gelten, die Abbildung
also den Rang 4 haben. Somit kann ¢ nicht surjektiv sein.

Da die Spalten-Vektoren in der Matrix ein Erzeugendensystem von Bild(y) bilden, ist ein Vektor anzuge-
ben, der sich nicht als Linearkombination dieser drei Vektoren darstellen 14ft. Ein geeigneter Vektor ist
der erste Vektor der kanonischen Basis €1. Denn lidge dieser Vektor im Bildraum, wiére er als Linearkom-
bination der Spaltenvektoren der Matrix von ¢ darstellbar; es miissten fiir geeignete Koeffizienten r, s, t
die folgenden Gleichungen gelten:

3r+t=4, Tr—6s—t=0, 3r—4s+t=0 und 20r—32s—4t=0.

Aus der ersten und dritten Gleichung folgt s = 0. Hiermit erhélt man aus den beiden letzten Gleichungen
4t = —12r und 4t = 20r, also miissen auch r und ¢ beide den Wert 0 haben. Fiir r = s = ¢t = 0 ist aber
die erste Gleichung offenbar nicht erfiillt.

Der Einheitsvektor € liegt also nicht im Bildraum der Abbildung.

. Beweise, dass die Abbildung ¢ injektiv ist.

Losung: Aufgrund des Dimensionssatzes geniigt der Nachweis, dafl der Bildraum die Dimension 3 hat,
denn dann ist der Defekt der Abbildung dim(R?) — 3, also 0, und die Abbildung somit injektiv. Die
drei Spaltenvektoren in der Matrix von ¢ sind linear unabhéngig, da bereits die durch Streichen der
letzten Matrixzeile entstehenden und vervierfachten Spaltenvektoren linear unabhéngig sind, weil sich ihr
Spatprodukt als verschieden von null erweist :

3.0 1
7 =6 —1|=3-(—6—4)+7-(—4)+3-6=—40#0.
3 -4 1

7.8.2 Aufgabe 2

Es sei ¢ eine lineare Abbildung eines Vektorraums V' in einen Vektorraum W, d sei ein Vektor aus W.

1. Mit L wird die Menge aller Urbilder von d bezeichnet, also L = {Z € V]p(z) = d}. Wenn d speziell der

Nullvektor in W ist, ist L bekanntlich ein Vektorraum - némlich der Kern K von ¢ . Es sei weiterhin
vorausgesetzt, dafl der Vektor @ zu L gehort. Beweise, dafl genau dann ein Vektor & € V' zu L gehort,
wenn & — d in K liegt.

Losung: Fiir jeden Vektor & € V gilt:

—

TeL e o) =d< ¢(T) = (@) < ¢(T) — (@) = 7 < o(T — ) = 5 < T — @ € Kern(p).

. Weise fiir die folgenden Abbildungen ¢ und ¢2 nach, daf sie linear sind, und bestimme jeweils die Matrix

und den Kern der Abbildung sowie die Menge L fiir den jeweils angegebenen Vektor d; b ist dabei der
Vektor aus R? mit den Komponenten 1, -1 und 2.

0

p1(T) =bxZ, d=(2); ()=bxz d=|2
1

Losung: Nach den Rechenregeln fiir das Skalarprodukt gilt fiir » € R und @, ¢ € R>:
01(@+718) =b* (@+710) =bxa+r(bxd) = ¢1(@) + re1(0);

1 ist also linear. Als Bilder der Einheitsvektoren erhilt man ;(€1) = 1,01(€2) = —1, p1(€3) = 2.
Die Matrix von ¢4 ist also My, = (1 -1 2).
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Der Kern der Abbildung ¢, besteht aus allen Vektoren, die zu b orthogonal sind; als Basisvektoren wéhlt
man zum Beispiel

1 0
ci=|1]undc=|2|; Kern(p1)=(c,7).
0 1

Als speziellen Vektor aus L kann man z.B. €5 wihlen, denn bx €3 = 2. L ist somit die Menge aller Vektoren
des Raums R3, die sich mit reellen Parametern r, s in der Form &5 + r¢; + s¢» darstellen lassen.

Nach den Rechenregeln fiir das Kreuzprodukt gilt fiir 7 € R und @,¢ € R>:
2@+ 718) =bx (@+718) =bx d+r(bx &) = ¢3(@) + re2(?); @2 ist also linear.

1 1 0 1 0 -2
wa(€1) = 1]l x|10]=12];¢2(é2) -1 x(1]=1]0];
2 0 1 2 0 1
1 0 —1 0o -2 1
po(@)=| -1 |x|o]=[=-1]; M,=|2 0 -1
2 1 0 -1 1 0

Der Kern von ¢, besteht aus allen Vektoren des Raums R3, die mit b das Kreuzprodukt o liefern, also

1
Vielfache von b sind. Der gesuchte Kern ist somit die lineare Hiille von b: Kern(ps) = < -1 >
2

Als Kreuzprodukt von b mit & ergibt sich d_: €1 ist daher ein spezielles Element von L. Somit erhélt man
L als Menge aller Vektoren, die sich mit einem reellen Parameter r in der Form €; + rb darstellen lassen.

7.8.3 Aufgabe 3

Eine lineare Abbildung ¢ eines euklidischen Vektorraums V' in sich heifit symmetrisch, wenn fiir alle @, baus V
die Gleichung (@) * b = @ * o(b) erfiillt ist.

1. Fiir eine symmetrische lineare Abbildung ¢ sei @ aus Kern(p), b aus Bild(y). Zeige, dass die Vektoren @, b
orthogonal sind.

Losung: Da b im Bildraum der Abbildung liegt, gibt es einen Vektor ¢ in V, der Urbild von b ist. Somit
hat man:

Gxb=axp(@) = (@)« E=05%3=0;

also sind @, b orthogonal.

2. Speziell sei V = R3. Jede lineare Abbildung ¢ von V in sich kann dann durch eine Matrix A mit Kom-
ponenten a;; beschrieben werden. Von diesen Komponenten sei bekannt, dass fiir alle Indexpaare (i,j) die
Gleichung a;; = a;; erfiillt ist. Weise nach, dass ¢ symmetrisch ist.

Losung: Es sei @ ein Vektor aus R? mit den Komponenten a1, ag, as; entsprechend habe b die Komponenten
b1, bz, bs.

P(@) xb= ZZ 1(aria) - by + Z?Zl(a%ai) ~by + Z?Zl(a?)iai) - b3
=Y (anai) b+ 3 (ainai) by + Y0 (aisas) - b
= Z ( i) - a1 + ZZ 1(agib;) - ag + Z?Zl(a?,ibi) -az
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3. Noch spezieller sei ¢ nun durch die folgende Matrix A gegeben:

1 -1 1
A= -1 2 0
1 0 2

Bestimme Kern und Bild von ¢.

Bestitige fiir die Ergebnisse die Aussage von Aufgabenteil 1.

T r—Yy+z

Losung: Der Vektor [ y | hat als Bild den Vektor | —z + 2y |. Damit als Bild der Nullvektor heraus-
z T+ 2z

kommt, mufl geméfl den letzten beiden Komponenten gelten y = 0,5z und z = —0, 5z. Einsetzen in die

erste Komponente des Bildvektors zeigt, dafl dies auch hinreichend ist. Somit besteht Kern der Abbildung

T 2

aus allen Vektoren der Form [ 0.5z mit € R. Man hat also: Kern(yp) = < 1 > Da der De-
—0.5z -1

fekt der Abbildung 1 betrigt, hat nach dem Dimensionssatz der Bildraum die Dimension 2; da die ersten

1 -1
beiden Spalten der Matrix offensichtlich linear unabhéngig sind, hat man: Bild(yp) = < -1, 2 >
1 0

Fiir das Skalarprodukt eines Vektors @ aus Kern(y) und eines Vektors b aus Bild(¢) ergibt sich
2 1 -1

asxb=r| 1 | -(s|-1]+t| 2 Hh=C-1-Drs+(—2+2)rt=0.
-1 1 0

Die Orthogonalitidtsaussage aus der ersten Teilaufgabe wird also bestétigt.

4. Wenn fiir eine beliebige symmetrische lineare Abbildun_g ¢ eines euklidischen Vektorraums V' in sich fiir
Vektoren @,b die beiden Gleichungen (@) = 2d@ und ¢(b) = 3b gelten, so sind @ und b orthogonal. Das ist
zu beweisen.

-, -

Losung: Gxb=3Txb—2axb=ax3b—2axb=axqp(b)— @) x*b=0.

7.9 Klausur 13.2.1 - unter Abiturbedingungen

7.9.1 Aufgabe 1

Durch die Gleichung f(z) = 25121 ist eine rationale Funktion gegeben.

1. Fiihre eine Kurvendiskussion durch und skizziere die Kurve.

Losung: Die Argumentmenge von f ist A = R\{—2}. Da der Zahler in einer Umgebung der Definitionsliicke
-2 negativ ist und der Nenner bei -2 von negativ zu positiv wechselt, hat der Graph hier einen Pol mit
plus/minus-Vorzeichenwechsel .

Einzige Nullstelle der Funktion ist —%. Da eine stetige Funktion innerhalb der Argumentmenge das Vor-
zeichen nur bei Nullstellen wechseln kann, ergibt sich wegen f(0) = %, dass der Graph iiber | — 2; f%[
unterhalb und sonst (aufler in seinem Nullpunkt) oberhalb der x-Achse verlduft.

Durch Polynomdivision erhdlt man f(z) = 2 — m% Fiir betraglich grofles = strebt f(z) daher gegen 2,

und zwar im negativen Bereich von oben, im positiven Bereich von unten.
Als rationale Funktion ist f iiber seiner Argumentmenge unendlich oft differenzierbar. Die ersten beiden

Ableitungen sind

/ _ 9. 1 "ig) = —6 - 1
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Offensichtlich hat f’ nur positive Werte; nach dem globalen Wachstumssatz ist f also iiber jedem Intervall
der Argumentmenge streng isoton. Da die Argumentmenge nur aus inneren Punkten besteht, kann f keine
relativen Extrema haben.

Die zweite Ableitung der Funktion ist links von -2 positiv, rechts von -2 negativ, also verlauft der Graph
von f links von -2 linksdrehend, rechts von -2 rechtsdrehend.

Wegen f' (f%) = % lasst sich der Kurvenverlauf zusammenfassend so beschreiben: Der Graph hat als

schiefe Asymptote die Gerade g mit der Gleichung y = 2; von —oo kommend entfernt sich der Graph
steigend von ihr, wobei er bis zur Polstelle -2 eine Linksdrehung beschreibt. Nach dem Vorzeichenwechsel
beim Pol kommt er rechtsdrehend steigend von —oo, schneidet bei z = —% mit der Steigung % die x-Achse

und steigt weiter rechtsdrehend, wobei er sich von unten der Asymptote g nahert.

A

N

2. Bestimme das Schmiegepolynom sy zu f.
Kontrolle: s3(z) = § + 3z — 322

Losung: Das zweite Schmiegepolynom sz(z) hat die Form sy(x) = ag + a1 + az2?; dabei ist a; = @
fiir i=0, 1, 2. so ist dadurch festgelegt, dass es im Funktionswert und den ersten beiden Ableitungen an

der Stelle 0 mit f iibereinstimmt.

Wegen f(0) =3, f/(0)=3, f”(0)=—3 erhilt man die Koeffizienten ag = 3, a; =
also sy(z) = 3 + 3z — 222

L[]

) ag = Iy

3. Beweise, dass s iiber dem Intervall [0; 1] an keiner Stelle einen gréfieren Wert als f annimmt.

Losung;:
8-(so— f)(x)=(A4+6x—32%)-(x+2)—8-(2x+1) =32+ 160 +8 — 160 — 8 = —32°
Die einzige Nullstelle von s3 — f liegt bei 0; als stetige Funktion hat ss — f daher rechts von 0 keinen

Vorzeichenwechsel. Wegen (s2 — f)(1) = % — 1 < 0 hat s, daher an keiner Stelle des Intervalls [0; 1] einen
groferen Wert als f.

Alternativlosung: Wegen [ (z) = 18- = _&2)4 sichert der Satz von Taylor fiir jedes positive z die Existenz
cines positiven & mit f(z) — sa(z) = 3 - 18- (§+12)4 -x%; also gilt f(x) > s2(z) fiir jedes positive x.

4. Man benutzt nun so iiber [0; 1] als Ndherungsfunktion zu f. Weise nach, dass der Fehler iiberall kleiner
als ¥ ist.
5
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Losung: Nach der vorhergehenden Teilaufgabe gilt fiir « € [0; 1]

3z 3 3 1
0< - = << ==
Sf@) =) =T3S %6 <15 "5
Alternativlgsung (mit Satz von Taylor):
1 1 3 3 1
< — — 18 —— .t L 2 2
0= fl@)=s(@) =g 18 g @ S 5575

5. Berechne den mittleren absoluten Fehler.

Losung: Da das betrachtete Intervall die Lange 1 hat, und die Differenzfunktion f — sy dort nirgends
negativ ist, ergibt sich der gesuchte Mittelwert u als fol( f(x) — sa(x))de.

1 1
3 1 3 3 3 3 3 3
= 2 - _-_° “ad)dr = - Z a2 d
K /0( 7o+ g )de /0(2 PR x+2)x

3 3 5. 14 3 3 1 5 2
= - - = - - '1 2 = = — = - '1 '1 2 = - 1 -
[23: 8:0 —|—8x 3-In(z + )L 5 8+8 3-1n(3) + 3 -1n(2) 4—|— n(3)

Der mittlere absolute Fehler betrigt g + ln(%)7 also ca. 0,034.

7.9.2 Aufgabe 2

Der verallgemeinerte Mittelwertsatz der Differentialrechnung lautet:
Sind f und g stetige Funktionen auf einem Intervall [a; b] , differenzierbar im Inneren des Intervalls, und ist

¢'(z) fiir alle z € |a; b[ positiv, so gibt es eine Stelle £ € ]a; b[, so dass gilt: % = z:gg

1. Ein Schiiler ,beweist* den Satz so: Nach dem Mittelwertsatz (angewendet auf die Funktion f) gibt es
ein & € Ja; b[ mit f(b) — f(a) = f/(§) - (b — a) ; entsprechend liefert die Anwendung des Satzes auf die
Funktion g: g(b) — g(a) = ¢’(§) - (b — a). Zusammenfassen der beiden Gleichungen liefert die Behauptung
des verallgemeinerten Mittelwertsatzes. Erlautere, inwiefern dieser Beweis fehlerhaft ist.

Losung: Die von dem Schiiler gleichermaflen mit £ bezeichneten Stellen sind fiir die verschiedenen Funktio-
nen f und g im allgmeinen verschiedene Werte £; und &5, die hier unzuléssigerweise gleichgesetzt wurden.

2. Beweise den verallgemeinerten Mittelwertsatz unter Benutzung der auf [a; b] definierten Hilfsfunktion h
mit
h(z) == f(x) - (9(b) = g(a)) — g(x) - (f(b) = f(a)) + f(b) - g(a) — f(a) - g(b) .
Hinweis: Verwende den Satz von Rolle.
Losung: Da f und g nach Voraussetzung auf [a; b], stetige, im Inneren des Intervalls differenzierbare

Funktionen sind, hat h als Linearkombination von f und g diese Eigenschaften. Wenn also zusétzlich noch
h(a) = h(b) = 0 gilt, erfiillt h die Voraussetzungen des Satzes von Rolle.

ha) = f(a)-(9(b) —g(a)) = g(a) - (f(b) = f(a)) + f(b) - g(a) = f(a) - g(b) =0,
h(d) = f(b) - (9(b) —g(a)) — g(b) - (f(b) = f(a)) + f(b) - g(a) — f(a) - g(b) = 0.

Nach dem Satz von Rolle gibt es also ein £ €]a;b[ mit h'(£) = 0. Als Ableitung von h bei £ erhélt man
W' (&) = f'(§)- (9(b) —g(a)) —g'(£) - (f(b) — f(a)). Somit hat man f'(£)-(g(b) —g(a)) = g'(£) - (f(b) — f(a)).
Da ¢’ nach Voraussetzung iiber |a; b[ positiv ist, ist nach dem globalen Wachstumssatz die bei a und b
stetige Funktion g iiber ]a; b[ streng isoton, insbesondere ist g(b) — g(a) positiv, also verschieden von 0.

Die somit erlaubte Division durch ¢'(£) - (¢(b) — g(a)) liefert die behauptete Gleichung %{J;EZ; = g :Eg .
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f'(=)
g’ ()

3. Fiir iiber [-1; 1] differenzierbare Funktionen f, g sei bekannt: f(0) = g(0) = 0 . Der Grenzwert von
fiir « gegen 0 existiere und betrage .

Beweise (unter Verwendung des verallgemeinerten Mittelwertsatzes), dass dann bei 0 auch der Grenzwert
f(z)

von oy existiert und den Wert \ hat.
Losung: Eine positive Zahl € sei vorgegeben. Da g :Ei; fiir z gegen 0 gegen den Grenzwert \ konvergiert,
gibt es eine Umgebung von 0, iiber der fiir alle von 0 verschiedenen Werte x gilt: g :E;ﬂg — )\‘ <e.

Fiir jedes von 0 verschiedene x aus dieser Umgebung gibt es nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz
ein £ aus dieser Umgebung, so dass die folgende Gleichung gilt:

| F©)
g'(€)

—)\‘<5.

Zu jedem positiven ¢ gibt es also eine Umgebung von 0, iiber der fiir alle von 0 verschiedenen Werte von
x der Quotient % in der e-Umgebung von X liegt. Das ist aber gerade die behauptete Konvergenzeigen-

schaft.
4. Berechne lim,_,q e ;Z“'_l
Losung: Getrenntes Ableiten von Zéhler- und Nennerfunktion liefert den Term e;—gl = % . eJET_l Der

zweite Faktor ist der Differenzenquotient der Exponentialfunktion fiir die Stelle 0, strebt also gegen exp’(0),
also gegen 1, wenn x gegen 0 strebt.

Da Zihler und Nenner des gegebenen Terms beide differenzierbar sind und bei 0 den Wert 0 annehmen,
lésst sich die Regel aus dem vorhergehenden Aufgabenteil anwenden. Die durch den Term el_m# gegebene
Funktion hat somit bei 0 den Grenzwert % .

Bemerkung: Anstatt die Kenntnis {iber den Differenzenquotienten einzusetzen, kann man auch die Regel
aus dem vorhergehenden Teil noch einmal anwenden; erneutes Ableiten von Zéhler- und Nennerfunktion
liefert nédmlich % mit Grenzwert % bei 0.

7.9.3 Aufgabe 3

Eine lineare Abbildung ¢ eines normierten Vektorraums V' in sich heiBt kontrahierend, wenn es eine reelle Zahl
g mit 0 < ¢ < 1 gibt, fiir welche gilt: Fiir alle @,b aus V ist ||o(@) — ()| < g - ||d — b .

1. Erkldre die Bedeutung von ¢ ist stetig bei @ und von @ ist Fizpunkt von ¢, und weise nach, dass jede
kontrahierende Abbildung ¢ stetig ist und hochstens einen Fixpunkt hat.

Losung: ¢ heift stetig bei @, wenn es zu jeder positiven reellen Zahl € eine positive reelle Zahl ¢ gibt, so
dass fiir alle Vektoren  des Vektorraumes V mit ||@ — Z|| < § gilt: ||o(Z) — p(d)]] < e.

Ein Vektor a heifit Fixpunkt von ¢, wenn (@) = @ gilt.

Zu @ € V und zu vorgegebenem positiven ¢ setze man § := e. Fiir jeden Vektor & aus V mit ||d — &|| < ¢
gilt dann

lp(@) = (@) < gq-lla-7| <qg-d=g-e<e

@ ist also bei @ - und wegen der Beliebigkeit von @ € V' - auf ganz V stetig.

Wenn @ und b Fixpunkte der kontrahierenden Abbildung ¢ sind, dann gibt es ein ¢ aus ]0,1[ mit
@ = B]| = llp(@) — o)l < q-[|d—b]|, also0< (qg—1)-@— bl

Da ¢ — 1 negativ ist und ||@ — b|| nicht negativ sein kann, folgt [|@ — b|| = 0, also @ = b; es kann daher
hochstens einen Fixpunkt geben.
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2. ¢ sei eine kontrahierende Abbildung von V' in sich mit dem Fixpunkt ¢.

Durch die rekursive Definition d; := &, und d,11 := o(d,,) fiir alle n € N wird eine Folge (d,,) erklirt.
Beweise, dass diese Folge gegen ¢ konvergiert.

Hinweis: Zeige zuniichst, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n die Ungleichung ||d, —¢|| < ¢"~* - ||| gilt.

Losung: Zunéchst wird durch vollstédndige Induktion die im Hinweis angegebene Ungleichung bewiesen.

Fiir n = 1 ergibt sich die Behauptung ||dy — 2| < ¢° - |||, also |[¢|] < 1-||&]|; das ist offensichtlich richtig.

Es sei nun n € N und vorausgesetzt ||d,, —2| < ¢"~* - ||| . Dann erhiilt man geméB der Definition der
Folge unter Ausnutzung der Fixpunkteigenschaft von ¢ die folgende Ungleichungskette:

41 =2l = llo(dn) = @)l < g~ lldn =2l < q-¢" 7" -l = ¢" - €]

Damit ist die im Hinweis angegebene Ungleichung fiir alle natiirlichen Zahlen n bewiesen. Da die Folge
der Potenzen von ¢ fiir ¢ €]0, 1[ eine Nullfolge ist, muss nach dem Majorantensatz auch die betraglich
nicht grofere Folge mit dem allgemeinen Glied ||d,, — | gegen 0 konvergieren; das bedeutet aber gerade,
dass & der Grenzwert der Folge (d,,) ist.

Fiir die folgenden Aufgabenteile sei speziell V' = R3. Durch die Gleichung

T 1 1 1 -1 T 8
ol v | = - -1 1 1 y |+ -1
z 1 0 2 z 9

wird eine Abbildung von V in sich erklért.

Weise nach, dass die Abbildung ¢ kontrahierend ist.

8
Losung: Die Matrix der Aufgabenstellung sei mit A abgekiirzt, weiter sei | —1 | := d.
9

Es ist nun nachzuweisen, dass es eine positive Zahl ¢ (¢ < 1) gibt, so dass fiir alle Vektoren @, b aus R3
die Ungleichung [|¢(@) — ¢(b)|| < ¢ - [|@ — b|| erfiillt ist. Wegen ¢(@) — p(b) = 1A-d— 1A -b=L1A(@—b)
geniigt es, ein geeignetes ¢ €]0, 1] zu finden, so dass fiir alle 7 € R? die Ungleichung ||AZ|| < q-7-||Z|| gilt.

JAZ||> = (x +y — 2) + (—xz+y+2)% + (x +22)* =322 + 2% + 622 <9(x? +4* +2%) =9 || 7|2

Somit gilt [|A(@)]| < 3 o], also [ AZ]| < 2 - [l].

Mit ¢ = % ist also ein geeigneter Wert g gefunden worden; die Abbildung ist daher kontrahierend.

Bestimme - geméf} der Definition im zweiten Aufgabenteil - die Vektoren d> und d_;;.

Losung: Mit den Bezeichnungen A und d gemif dem vorhergehenden Aufgabenteil hat man:

.1 B 8
dy=-A-6+d=d=| -1,
7 9
. 1 1 1 -1 8 L1 -2 8 1 54
1 0 2 9 26 9 89

5. Berechne den Fixpunkt von ¢ durch Aufstellen und Lésen eines der Fixpunktdefinition entsprechenden

Gleichungssystems.
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Losung: Gemif der Fixpunktdefinition ist die folgende Gleichung zu l6sen:

T 1 1 1 -1 T 8 Tx 1 1 -1 T 56
y =z 111 y|+(-1].alsof7y|]=| -1 1 1 y |+ -7
z 1 0 2 z 9 Tz 1 0 2 z 63

Zusammenfassen fithrt zum vektoriell dargestellten linearen (3,3)-Gleichungssystem mit der folgenden
erweiterten Koeffiezientenmatrix B:

6 -1 1 | 56
B=|1 6 -1 | -7
-1 0 5 63

Durch elementare Zeilenumformungen der Matrix B erhédlt man nacheinander

0 —1 31 | 434 0 -1 31 | 434 0 —1 31 | 434
B~|0 6 4 | 5 |~[0 0 190 | 2660 | ~[0 0 1 | 14
1 0 -5 | —63 1 0 -5 | —63 1 0 -5 | —63
0 -1 0 | 0 100 7 7
~{0 o 1 ] 14|l~|l0o10] 0]; é=[o0
1 0 0] 7 001 | 14 14

C ist der gesuchte Fixpunkt.

7.10 Abiturklausur
7.10.1 Aufgabe 1
C(z=2)(z+1) )

Die rationale Funktion f hat die Gleichung f(z) =4 1

1. Gib die umfassendste Argumentmenge A an, ermittle Nullstellen, Monotonieeigenschaften und Asympto-
ten, und skizziere den Verlauf des Graphen von f.

Losung: Nullstellen einer rationalen Funktion sind die Nullstellen des Zihlers (soweit im Definitionsbe-
reich), also -1 und 2. Definitionsliicken sind die Nullstellen des Nenners, also -2, somit ist die Argument-
menge A = R\ {—2}. Da f als rationale Funktion stetig ist, sind Vorzeichenwechsel nur bei -2, -1 und 2
moglich. Durch Ausmultiplizieren des Z#hlers und Ableiten erhéilt man

2t - -2 (x4+2)2z—1) — (2? —x —2) x+4

7o o=t (z +2)? N Py

flz) =4

/' hat also seine Nullstellen bei -4 und 0, kann somit sein Vorzeichen hochstens bei -4, -2 und 0 wechseln.
Wegen f/(=5) > 0 > f/(=3) und f'(-1) < 0 < f/(1) ist f nach dem globalen Wachstumssatz iiber
| — 0o0; —4] isoton, iiber | — 4; —2[ und iiber | — 2; 0[ antiton, und iiber |0; co[ wieder isoton.

Insbesondere sieht man, dass an der Stelle der senkrechten Asymptote (bei -2) ein Vorzeichenwechsel von
minus nach plus stattfindet. Aus dem Monotonieverhalten und aus den Nullstellen von f und f’ ergeben
sich die Vorzeichenbereiche, die in der nachfolgenden Tabelle zusammengefasst sind.

X | —o0 -4 -2 -1 0 2 00
fx) | <0 | >0 | <0 | >0
f(x) | >0 | <0 | <0 | >0

Polynomdivision liefert f(z) =4-(x—3)+ Il—fQ. Die schiefe Asymptote des Graphen hat also die Gleichung
y = 4x — 1. Da der Term z + 2 fiir x < —2 negativ und fiir x > —2 positiv ist, verlduft der Graph
der Funktion f links von der senkrechten Asymptote unterhalb, rechts von ihr oberhalb der schiefen

Asymptote. Damit ergibt sich der nachfolgend skizzierte Kurvenverlauf:
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2. Bestimme den Funktionsterm p(z) der Parabel dritter Ordnung, die den Graphen von f in seinen Null-

3.

punkten beriihrt.

Losung: Die Nullstellen von f sind -1 und 2, die Ableitungen an den Nullstellen sind f/(—1) = —12 und
7@ =3

Ein Polynom 3. Grades p(x) hat die Gleichung p(z) = a + bz + cx? + da?, also p/(x) = b + 2cx + 3da?.
Fiir die Koeflizienten a, b, ¢, d ergeben sich daher die folgenden vier Bedingungen:

a—b+c—d=0 A a+2b+4c+8d=0 A b—2c+3d=-12 A b+4c+12d=3

Dieses lineare (4;4)-Gleichungssystem wird nachfolgend durch zuldssige Umformungen der zugehorigen
erweiterten Koeffizientenmatrix gelost:

1 -1 1 -1 ] 0 1 -1 1 -1 0 1 -1 1 =1 0
1 2 8 | o0 03 3 9 | 0 0 1 1 3 | 0
o 1 -2 3 | -12] o 1 -2 3 | -12] o 1 -2 3 | -12
0 1 4 12 | 3 0 1 4 12 | 3 0 1 4 12 | 3
10 2 2] 0 102210 100 2 | -8

01 1 3] 0 0113 1] 0 0100 | —1
“"{oo 30 ] -12)]7loo 10 ] 4) 7 {oo0o1o0 | 4

00 3 9] 3 0013 |1 0003 | -3

100 2| -8 1000 | -6 a -6

0100 | —1 0100 | —1 b [ -1

“loo 1o ] 4| {oo1o0o ]| 4] |ec) | 4

0001 | —1 0001 | —1 d ~1

Das gesuchte Polynom ist also p(x) = —6 — x + 422 — 2.

Weise nach, dass im Intervall zwischen den Nullpunkten des Graphen von f die Parabel an keiner Stelle
oberhalb von Graph(f) verlduft.
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Losung: Nach Konstruktion hat p bei -1 und 2 Nullstellen, p(x) enthélt also die Faktoren x + 1 und = — 2.
Polynomdivision liefert damit p(z) = (x + 1)(z — 2)(3 — ). Daher hat man

f(f)P(x)‘l'(x_;)_ig—’_l)(x?)(x+1)(3x)(x2)(m+1)(xj_2+x3>
:(x_2)<x+1).4+(95—3)(m+2) :(w_Q)($+1)_x2—x—2_ (z —2)%(z +1)?

x+2 x+2 z+2

Da dieser Ausdruck fiir  # —2,# 1 verschieden von 0 ist, wechselt f — p iiber ]-2;1[ nicht das Vorzeichen,
ist dort also wegen (f —p)(0) = 2 positiv. Somit verlduft der Graph von p iiber dem Intervall [-2;1] nirgends
oberhalb des Graphen von f.

4. Berechne den Inhalt des von den beiden Kurven umrandeten Fléchenstiicks.

Losung: Der Inhalt A der Flidche zwischen dem oberen Graphen (von f) und dem unteren Graphen (von

p)ist A= [, (f(x) - p(x))da.

2 16 2. 3 s, 16
A= 4z —3)+——=+6+zx—4a"+2° | de = x® —4x® + 5 — 6+ dx
1 x4+ 2 1 x4+ 2

1, 4 2 7
= |-zt -~ + §$2 — 6z + 161n(x + 2) =In(4) — » ~ 3,4307.
17 T3 Ty ) 1

7.10.2 Aufgabe 2
Gegeben sind die vier Punkte A(1; -1; 0), B(2; 3; 1), C(5; 10; 3) und D(4; 4; -4).

1. Zeige, dass die Punkte A, B und C eine Ebene E festlegen, und berechne den Flicheninhalt von Dreieck

ABC.
. 1 4
Losung: Es geniigt, z.B. die lineare Unabhingigkeit der Vektoren b—d (= | 4 |)und é—a (= [ 11 |) zu
1 3
zeigen. Offensichtlich sind die Komponenten dieser Vektoren nicht proportional, die Vektoren sind linear
unabhéngig.
Aufgrund der geometrischen Bedeutung des Kreuzprodukts liasst sich der gesuchte Flacheninhalt errechnen
als
1 1|1 4 1 ! |
A==-|b-a)x@—a)|==-[la]x|[11]l|l==-|[ 1 |||l=2-V2r=1,5-V3
2 2 1 3 2 _5 2

Der gesuchte Fldacheninhalt betragt somit ca. 2,6 .

2. Gib eine Parameterdarstellung von E an, ermittle hiermit eine Koordinatengleichung fiir E und zeige
durch Losen der entsprechenden Gleichung mit drei Variablen, wie man aus der Gleichung wieder eine
Parameterdarstellung gewinnen kann.

1 1 4
Losung: Eine Pd. von Eist 7=a +r(b—a) +s(@—a),alsof= | =1 | +r | 4 | +s| 11
0 1 3
1
Setzt man [ := (b—a) x (¢—d) (= | 1 |), ergibt skalare Multiplikation der Parametergleichung von E
-5

mit [ die Gleichung 7 * ['= @[ und damit die gesuchte Koordinatengleichung der Ebene x + y — 5z = 0.
Aus dem homogenen Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix (1 1 -5) liest man ab: Der Defekt der
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-1 5
zugehorigen linearen Gleichung ist 2, zwei Basisvektoren des Kerns sind 1 | und | 0 |, so dass mit
0 1
-1 5
r=r| 1 + s | 0 | wieder eine (allerdings andere) Parametergleichung der Ebene E erhalten wird.
0 1

Ermittle den Abstand des Punktes D von der Ebene E sowie das Volumen des Tetraeders ABCD.

1
Losung: Aus der Koordinatengleichung von F erhélt man wegen 1 = /27 als Hesseform der
-5
Ebenengleichung ﬁ(aﬂry —5z) = 0. Einsetzen der Koordinaten von D in die linke Seite dieser Gleichung
liefert den Wert d = 22 (= 5, 39) als Abstand von D zur Ebene E.

V27
Fiir das Tetraedervolumen V = 1 - |AABC| - d ergibt sich daher V =1 -1 ./27- \3—287 = (= 4,67).

S sei der Schwerpunkt des Tetraeders, T entstehe durch Spiegelung von D an S. Bestimme die Koordinaten
von S und T, bestétige, dass D und T in verschiedenen Halbrdumen von E liegen und berechne die
Koordinaten des Schnittpunktes P von DT mit E.

Losung: Der Schwerpunkt S des Tetraeders ABCD hat den Ortsvektor §= 1(a + b+c+d).

Somit ist S — (1+2z5+4; 71+3j{10+4; 0+11374) = (3;4;0).

Einsetzen der Koordinaten von D bzw. T in die linke Seite der Koordinatengleichung von FE liefert Werte
mit entgegengesetzten Vorzeichen, ndmlich 4 +4 +20 > 0 fiir D und 244 — 20 < 0 fiir T. D und T liegen
somit auf verschiedenen Seiten der Ebene.

Die Strecke DT lésst sich durch die Parameterdarstellung & = d+ r(t— cf) beschreiben.

Dies ergibt nach Einsetzen der Komponenten und Auflésen nach Koordinaten fiir x,y, z die Gleichungen
r=4—-2r, y=4, z=—4+ 8r , woraus man durch Einsetzen in die Ebenengleichung erhélt:

(4—2r)+4+20—-40r =0, alsor =2 und somit P = (4 —2-2;4;-4+8-2) = (5:4;3).

7.10.3 Aufgabe 3
Fiir die reelle Zahl a sei ¢, die lineare Abbildung von R? in sich, die durch die folgende (3,3)-Matrix M, gegeben

ist:

1 2 a
M, = 0 a 1
1 6 2a

[\

1. Bestimme - mit geeigneten Fallunterscheidungen - den Kern von ¢,.

Losung:

det(M,) =2a* —6+2—a’>=a’—4=(a—2)(a+2)

Die Matrix M, wird also singulér fiir a = —2 und a = 2. Nach Einsetzen der Werte fiir a kann man nach
elementaren Zeilenumformungen der Matrix eine Basis des Kerns ablesen:

1 2 =2 1 2 =2 2

a=-2: [0 -2 1 |~[0 -2 1 N((l) _02 _11>~(§ g j); K2=< 1

1 6 -4 0 4 =2 2
1 2 2 1 2 2 -2
a2 o2 )0 ) o (B0 ) ~(202), K2:< 4

1 6 4 0 4 2 2

Dabei bezeichnet K, den Kern der Abbildung ¢,. Fiir a € R\ {-2;2} ist K, = {0}.
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2. Gib fiir jeden der auftretenden Fille eine Basis des Bildraums an.

Losung: Die ersten beiden Spalten der Matrix M, sind fiir jeden Wert von a linear unabhéngig. Fiir
a = —2und a = 2 hat der Kern die Dimension 1, das Bild also die Dimension 3-1 = 2.

Fiir alle anderen Werte von a ist die Matrix regulér, eine geeignete Basis also z.B. die kanonische Basis
des Raumes R3.

Bezeichnet man fiir a € {—2;2} den zum Parameter a gehdrenden Bildraum mit B, erhilt man daher:

1 1 1 1
({0 ],[ —1])ist eine Basis vonB_o, (| 0 ], [ 1 ]) ist eine Basis von Bs.
1 3 1 3

3. Bestimme alle Werte a € R, fiir welche der folgende Vektor d im Bildraum liegt:

3 8
d=[ -1
9

Losung: Fiir a2 # 4 liegt d im Bildraum, da der Bildraum ganz R? ist.

Bezeichnet man fiir @ € {—2;2} mit p, das Spatprodukt aus d und den beiden jeweils angegeben Basis-
vektoren von B,, erhélt man

Die Basisvektoren von B_5 und d sind also linear abhéngig, somit lédsst sich d als Linearkombination der
Basisvektoren von B_s darstellen, liegt also in B_5. Da py verschieden von 0 ist, sind die Basisvektoren
von By und d linear unabhéngig, also liegt d nicht in Bsy. Aufler fiir a = 2 liegt d also fiir alle Werte von
a im Bildraum der Abbildung.

4. Formuliere die Gleichung ¢, (Z) = d als lineares Gleichungssystem, deute die drei auftretenden Gleichungen
als Koordinatengleichungen von drei Ebenen und charakterisiere deren Lage zueinander in Abh#ngigkeit
von a.

Losung: Die Vektorgleichung ¢, (Z) = d ergibt kompnentenweise:
(1) z4+2y+az=1; (2) ay+z=1; (3) z+46y+2az=-1

Das System hat genau dann Losungen, wenn d in Bild(p,) liegt; falls es Losungen gibt, sind dies so viele,
wie der Kern der Abbildung Elemente hat. Es gibt also fiir a? # 4 genau eine Losung, fiir a = —2 unendlich
viele Losungen und fiir a = 2 keine Losung.

Die drei Gleichungen beschreiben drei Ebenen, von denen sich je zwei in einer Geraden schneiden. Ist g;
Schnittgerade der Ebenen (1) und (2), go die Schnittgerade der Ebenen (2) und (3), so folgt weiter: Die
Geraden g; und go schneiden sich fiir a? # 4 in genau einem Punkt, fallen fiir a = —2 zusammen, und
sind fiir a = 2 parallel und verschieden.



