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Aufgabe 1

Die folgenden Abbildungen zeigen den Graphen der Funk- \\ \ GTM [I
tion f mit f(x) = x* - 8x> + 16x?> und den Graphen der Ablei- \\ - 2 /
tungsfunktion f ’, \\ / \ l[
17 \
a) Berechnen Sie die Schnittpunkte des Graphen von f mit \\4 / \
den Koordinatenachsen. 1 \ 0/ T TR R I e
Losung: Wegen f(x) = x2 (x-4)? und f(0) = 0 ergibt sich e I
Sy=1(010),Sx1=(0]0), Sxo=(410). - i
|
b) Weisen Sie rechnerisch nach, dass der Graph von f in ’ / //
T1(0]0) und T»(4 | 10) Tiefpunkte und in H(2 | 16) einen YT i
Hochpunkt hat. /é N
, /

Losung: f'(x) =4x3 - 24x% +32x  =4x (x*- 6x + 8)
=4x (x - 2)(x-4)
Die notwendige Bedingung fiir Extrema ist fiir x =0, x =2 und x = 4 erfiillt.
£(x) = 12x? - 48x + 32; £(0) = 32 >0, f“(2) =- 16 < 0, £**(4) = 32> 0.
Bei 0 und 4 liegen also Tiefpunkte vor, bei 2 liegt ein Hochpunkt vor.
Obige Angaben sind also wegen f(0) = 0, f(2) = 16 f(4) = 0 richtig.

c¢) Leiten Sie aus dem Graphen der Ableitungsfunktion f* eine Aussage liber die Anzahl

der Wendestellen von f her und lesen Sie diese Stellen ndherungsweise am Graphen ab.

Losung: Der Graph von f* wechselt an zwei Stellen das Monotonieverhalten, also dndert sich an
zwei Stellen das Kriimmungsverhalten des Graphen von f.

Die gesuchten Wendestellen sind ndherungsweise 0,8 und 3,2 .

d) Betrachten Sie nun die Funktionen g, mit g, (x) = x* (x* - 8x + a). Setzt man hier

fiir a verschiedene Zahlen ein, so erhilt man jedes Mal eine andere Funktionsgleichung.

d;) Bestimmen Sie die Zahl a so, dass die Funktion g, mit der Funktion f iibereinstimmt.
Losung: Wegen g(x) = x? (x” - 8x + 16) liest man sofort ab: a = 16 .

d,) Ermitteln Sie a so, dass x = 0 eine Wendestelle des Graphen von g ist.

Losung: f(x) = x* - 8x3 + ax?, f(x) = 4x° - 24x° + 2ax, f(x) = 12x? - 48x + 2a, also £**(0) = 2a.
Wenn 0 eine Wendestelle ist, muss notwendigerweise a = 0 sein.

Dann ist £*“(x) = 12x? - 48x mit einem Vorzeichenwechsel bei 0, also ist 0 eine Wendestelle.




Aufgabe 2

Wird Raps mit Stickstoff gediingt, so nimmt der Kornertrag zunéchst mit steigender Diinger-
menge zu. Wird die optimale Diingermenge iiberschritten, so wird der Ertrag wieder geringer.
In dem folgenden Diagramm ist ndherungsweise das Ergebnis von Versuchen dargestellt, die
dazu in den Jahren 1998 bis 2005 in Hessen durchgefiihrt wurden.

o S

Kornertrag in t pro ha
4
3
2
1 4
0 i ' Dangermenge in t pro ha
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Der abgebildete Graph gehért zur Funktion k mit k(x)= - 320/3 x> +16x% + 48/5 x + 13/5
Dabei bezeichnet x die Diingermenge in Tonnen pro Hektar und k(x) den Kornertrag in Tonnen
pro Hektar bei der Diingermenge x. Mit dieser Funktion ist es nun mdéglich, die folgenden Frage-
stellungen zu bearbeiten.
a) Zeigen Sie rechnerisch, dass bei einer Diingermenge von annidhernd 0,23 Tonnen pro Hektar
der maximale Kornertrag erzielt wird.
Berechnen Sie ndherungsweise den maximalen Kornertrag pro Hektar.
Losung: k‘(x) = -320 x> + 32x + 9,6, also k*(x) = -320 (x% - 0,1x - 0,03)

Die Diskriminante der Gleichung k*(x) = 0 ist 0,05% + 0,03 = 0,0325.

Der Graph von k¢ ist eine nach unten gedffnete Parabel, hat also an der zweiten Nullstelle
einen plus-minus-Vorzeichenwechsel. Diese Stelle ist 0,05 + \/0,0325 =0,230277 ...= 0,23 .
Damit ist die erste Behauptung der Aufgabe gezeigt.
k(0,23) = 4,35658...; der maximale Kornertrag betrdgt also ca. 4,36 Tonnen.

b) Berechnen Sie die Wendestelle der Funktion k und die Steigung an der Wendestelle.
Interpretieren Sie die berechneten Werte im Sachzusammenhang.

Losung: k“(x) = -640 x + 32 = - 640 (x - 0,05).



Da die lineare Funktion k* bei 0,05 einen Vorzeichenwechsel hat, ist dies die Wendestelle der
Funktion k.

k*(0,05) = -320 (0,052 - 0,1- 0,05 - 0,03) =-320 (0,0025 - 0,005 - 0,03) = 10,4; die Steigung an
der Wendestelle betragt also 10,4 .

Die maximale Zuwachsrate des Kornertrags bei Erhohung der Diingemenge liegt bei einer
Menge von 0,05 Tonnen Diinger pro Hektor vor.

Diese Zuwachsrate betragt 10,4 (t Raps)/(t Diinger).

c) Entscheiden Sie begriindet, ob die Funktion k auch au3erhalb des in der Abbildung dargestell-
ten Bereiches immer eine sinnvolle Beschreibung des Zusammenhangs von Diingermenge und
Kornertrag liefert.

Losung: Fiir negative Diingermengen, also x < 0 ist die Zuordnung sicher nicht sinnvoll.

d) Em Landwirt erzielt pro Tonne Raps einen Verkaufspreis von 225 €, die Kosten pro Tonne
Stickstoffdiinger betragen 500 €.

Ermitteln Sie die Gleichung einer Funktion g, die den Gewinn pro Hektar in Abhéngigkeit von
der aufgebrachten Diingermenge pro Hektar beschreibt.

Weitere Betriebskosten sollen dabei unberiicksichtigt bleiben.

Losung: g(x) = k(x) - 225€ - x - 500€ .

Aufgabe 3

Die Punkte A (0| 4),B (0|-4)und C (6 | - 4) sind die Eckpunkte eines rechtwinkligen Dreiecks.
a) Zeichnen Sie das Dreieck ABC und den Punkt M(3 | 0) in ein Koordinatensystem.

Begriinden Sie, dass M der Mittelpunkt des Umkreises k des Dreiecks ABC ist.

Zeichnen Sie den Umkreis und bestimmen Sie eine Gleichung von k.

Losung:
M wird anhand der Koordinaten als Mittelpunkt der

Strecke AC erkannt, der Kreis um M ist also der Thales-
kreis liber AC und geht - da das Dreieck ABC recht-
winklig ist, auch durch B.
Alternative: [MA| = [MB| = |MC| = 5.
Der Kreis hat die Gleichung

(x-3)2+y>=25.




b) Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden g; durch die Punkte A und C.
Bestimmen Sie den Schnittpunkt F der Geraden g; mit ihrer Orthogonalen g, die
durch B verlautft.

Losung: g hat die Steigung - 4/3 x, also die Glei-
chung y = - 4/3 x + 4; die dazu orthogonale Gerade
hat die Steigung 3/4, da sie durch B gezogen wird,
hat sie die Gleichungy =3/4x-4.

Zur Berechnung der Schnittstelle setzt man gleich:

-3/4x+4=4/3x-4,also25/12x=38.

Somit ist

Xp = 96/25=3,84; yp =0,753,84 -4=-1,12

Der Schnittpunkt von g; und g, ist F(3,84 | - 1,12). .

c¢) Der Punkt D entsteht durch Spiegelung von B an der Geraden g;.

Konstruieren Sie in Threr Zeichnung aus Teilaufgabe a) diesen Punkt D und begriinden Sie, dass
D auf dem Kreis k liegt.

Beschreiben Sie kurz, wie man die Koordinaten von D berechnen kann.

Die konkrete Durchfithrung der Rechnung ist hier nicht erforderlich.

Losung: Die Zeichnung befindet sich bei der Losung zu Aufgabenteil b.

Die Gerade durch M ist eine Zentrale des Kreises, also eine Symmetrieachse des Kreises, bei der
Kreispunkte durch Spiegelung wieder in Punkte des Kreises {ibergehen.

Zur Berechnung der Koordinaten von D setzt man den Term der Geradengleichung, also den
Ausdruck 3/4 x - 4 fiir y in die unter a angegebene Kreisgleichung ein, 16st also die quadratische

Gleichung  (x-3)>+ (3/4x-4)>=25.



