Gymnasium Leichlingen

2005 13m, L6 2004/05. Abiturklausur

A1 Von einer auf dem Intervall [ - 2; 2 ] definierten Funktion g mit der Nullstel-
lenmenge O_={-2,0, 1} wird vorausgesetzt g(0) = 2, g(2) = 8. Mit F wird
der Inhalt der Flache zwischen dem Graphen von g und der x-Achse bezeich-
net.

la) Untersuche die Vorzeichenbereiche von g und gib mit Integralen ohne Verwen-
dung von Betragstrichen einen Ansatz fur die Berechnung von F an. Begrunde
diesen Ansatz.

Losung;

Da die Funktion ihr Vorzeichen nur an Nullstellen andern kann, gibt es die
Vorzeichenbereiche | - 2;0 [,] 0; 1 [und ] 1;2]. Wegen g'(0) = 2 > 0 wechselt
das Vorzeichen von g an der Stelle 0 von negativ zu positiv; uber | —2;0 [ist g
daher negativ, uber | 0; 1 [ positiv und - wegen g(2) = 8 > 0 - auch uber | 1; 2]
positiv. An der Stelle 1 findet also kein Vorzeichenwechsel statt. Uber einem
Intervall ohne Vorzeichenwechsel ergibt sich der Inhalt der Flache zwischen
Kurve und x-Achse als Betrag des Integrals der Funktion uber dem jeweiligen
Intervall. Unter Berucksichtigung der Vorzeichenfelder erhalt man daher:

F= - /0 g(x)dx + /2 g(x)dx.

1b) Bestimme fiir die tiber dem Interva [-2 2 ] definierte Kurvenschar g, mit
der Funktionsgleichung gt( x) = x* 4 1- ) -2+ t)x + 2tx den Parameter
t so, dass die zugehorige Kurve im Schnittpunkt mit der y-Achse die Steigung 2
hat, und zeige, dass die zugehorige Funktion g, dann alle in Aufgabenteil a) an-
gegebenen Eigenschaften hat.
Berechne fur diese spezielle Funktion den Flacheninhalt F.

Losung: Es ist g",(x) = 4x3 4 3(1 - t)x% - 2(2+1)x + 2t, also g(0) = 2t;
aufgrund der Bedingung g(0) = 2 ist mithin t = 1.
Die gesuchte Funktion hat also die Gleichung g(x) = x* - 3x% + 2x.
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1¢)

Lésung: Zum Nachweis der Berithrung ist zu zeigen: f{1) = h(1) und

1d)

Die Bedingung g(2) = 8 ist - wie Einsetzen zeigt, erfullt. Mit Hilfe von Poly-
nomdivision gelangt man ausgehend von g(x) = x* - 3%% 4 2x zu der Linear-
faktorzerlegung g(x) = x(x — 1)%(x — 2), womit auch die angegebene Nullstel-

lenmenge bestatigt wird.

Gemaf} dem in Ansatz aus Aufgabenteil a) fir F ergibt sich
0
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Nun sei speziell f =g, also f(x) = x* + x3 - 2x% Uber dem Intervall [ 1 2 |
wird zusitzlich die Funktion h mit der Zuordnungsvorschrift h(x) =3 - = 3 be-
trachtet. Zeige, dass der Graph von h in seinem Anfangspunkt den Graphen
von f berthrt.
Gib die Gleichung der im Anfangspunkt der Graphen angelegten gemeinsamen
Tangente t an.

1) =h1)
h(1).
rgibt sich -

(®).

(1
Einsetzen in die Funkt10nsgle1chungen llefert unmittelbar f(1) =0 =
Aufgrund der Ableitungen f(x) = 4x® + 3x% —4x und h ) %
wieder durch Einsetzen in die Funktionsgleichungen: (1) = ~h
Damit ist die Beruhrung der beiden Graphen gezeigt.

Die gemeinsame Tangente ist die Gerade durch den Punkt (1 ‘ 0) mit der Stei-
gung 3; die Tangentengleichung lautet also y =0 + 3-(x — 1) baw. y = 3x — 3.

Bestimme die zweiten Ableitungen von f und h, untersuche deren Vorzeichen
und weise hiermit nach, dass die Tangente t uberall zwischen den beiden Gra-
phen von f bzw. h verlauft. Begrunde damit, dass der Graph von f an keiner
Stelle des Intervalls [ 1, 2 | unterhalb des Graphen von h verlauft.

Losung: Die zweiten Ableitungen sind £(x) = 12x> + 6x -4 und h’(x) = - % :

Fir x >0 ist h"(x) offensichtlich negativ; der Graph von h dreht also nach
rechts.

Weil fir x > 1 der Ausdruck 12x> + 6x — 4 stets > 14, also insbesondere positiv
ist, dreht der Graph von f nach links. Die Graphen von f und g drehen also von
der (nichtgekriimmten) Tangente nach links bzw. nach rechts weg, Somit ver-
lauft die Tangente zwischen beiden Graphen.

Da die Tangente den von der nach oben wegdrehenden Graphen von f vom
Graphen von h trennt, verlauft insbesondere der Graph von h nirgends ober-

halb des Graphen von f.
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A 2:

Die Punkte A, B, C, P, Q und S sind durch ihre Koordinaten gegeben:
A=(1|3]0),B=(1]|2]-2),C=(0|2]-1),

P=(1236]0),Q=(11]22]-22),S=(-11|30|-4).
In einem Kasten (und im Ursprung des Koor-
dinatensystems) befindet sich das Objektiv (O)

einer Beobachtungs-Kamera, die durch ein
dreieckiges ebenes Fenster ABC auf eine ebene
Wand gerichtet ist (s. Skizze). In der Ebene € der Wand liegen die Punkte P,
Q und S. Die Ebene des Fensters, also der Punkte A, B, C, wird mit § bezeich-

net.

2a) Bestimme Parameterdarstellung und Koordinatengleichung von € und § .

Losung;

Mit A als Aufpunkt hat die Ebene § die Parametergleichung
F=a+r(b-a) +s(c-aq.

Entsprechend hat die Ebene € mit P als Aufpunkt die Parametergleichung
F=p+r(a-p)+s(1-9).

Man erhalt daher die folgenden Parameterdarstellungen der Ebenen § und €:
Fr=(130)" +r(0-1;-2) +s(-1;,-1,-1),
€5=(12;36;0)T +r(-1;-14;-22)T + 5(-23:—6;—4)T.

Normalenvektoren der Ebenen errechnen sich jeweils als Kreuzprodukt aus
den jeweiligen Richtungsvektoren. Die Berechnung ergibt:

0 1 -1 1 23 -76
ne=(1)(D=(2); ne=(g)«(§)=(502).
Wegen @i =-1+6 +0 =5 und pse = - 76-12 + 502-36 + 0 = 17160 er-
halt man als Koordinatengleichungen von § und € :
S -x+2y-z-5=0 €: - 76x + 502y — 316z — 17160 = 0.

2b) Die Kamera erfasst auf der Wand eine dreieckige Beobachtungsflache. Besta-

tige, dass P und Q zwei Ecken dieses Dreiecks sind, und bestimme die Koordi-
naten der dritten Ecke R; berechne die Grole der Beobachtungsflache PQR.

Losung;

Da P und Q) gemaf Aufgabenstellung in der Beobachtungsebene liegen, ist nur
zu zeigen, dass sie jeweils auf einem der Strahlen liegen, die von O aus durch
eine Fensterecken verlaufen. Der Strahl durch A trifft Punkte mit Ortsvektoren
der Form r-a, also ( r; 3r; O)T; fur r = 12 ergibt sich damit der Ortsvektor von p;
entsprechend trifft der von O ausgehende Strahl durch B den Punkt Q, wie die
Gleichung g = (11;22; - 22)T = 11(1; 2, - 2)T = 11b zeigt.
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2¢)

Der Punkt R ist der Schnittpunkt der Ursprungsgeraden durch C mit €.

Seine Koordinaten r-0, r-2, r- (-1) erfillen die Koordinatengleichung von €, so
dass gilt: — 76-0 4 502-2r — 316-(-r) — 17160 = 0, also 1320r = 17160; r = 13.
Damit ist R = (0 | 13-2 | 13(-1)), also R = (0 | 26 | - 13).

Der Flacheninhalt F des Dreiecks PQR berechnet sich als II(p 13) (G-Il
(0= (0 - 1) = (12; 10, 13)Ts (11; — 4 — 9)T = ( - 38; 251, ~ 158)T

Somit ist F = 1 || -38; 251; -158) 7] =%/382+251 +158% =1.,/39409 .

Der Flacheninhalt des Dreiecks PQR betragt also ca. 149,51 Flacheneinheiten.

Zeige, dass das Fenster ABC einen rechten Winkel hat, und bestimme die
Grofle des Winkels PRQ.

Losung: Die Selten des Dreiecks ABC haben die Richtungen b—a = (0; —1; —2)T,

b =(-10; 1) a—c=(1;1; 1) Das Skalarprodukt von ¢-b und a—¢ist -1 +
1, also null7 somit sind die R1chtungen der Seiten AC und BC orthogonal; der
Winkel an der Ecke C ist also ein rechter.

Bezeichnet man die Grole des (nicht orientierten) Winkels PRQ mit o, so gilt:

—12 —11
g (4)
COS(O{) (t_p) (t_ — 13

Je—pl - le—all - —12

—10
—13

13240117
V13- 1/218

Die Grofle von Winkel PRQ betragt somit ca. 94,78".

—0.0833... = cos(94,779...°).

2d) Begrinde mit Hilfe bisheriger Ergebnisse, dass sich die Ebenen § und € in

einer Geraden g schneiden. Gib an, wie der Richtungsvektor von g sowie den
Winkel zwischen den beiden Ebenen § und € zu bestimmen ist.

Zu beschreiben ist lediglich der Losungsweg; die zugehorigen Rechnungen
brauchen nicht durchgefiuhrt zu werden.

Losung: Die in Aufgabenteil 2a) berechneten Normalenvektoren haben keine pro-

portionalen Komponenten, sind als nicht linear abhangig; daher sind die Ebe-
nen § und € nicht parallel und schneiden sich somit in einer Geraden.

Da die Schnittgerade in beiden Ebenen verlauft, 1st thre Richtung orthogonal
zu beiden Normalenvektoren; ein geeigneter Richtungsvektor fur die Schnittge-
rade lasst sich daher als Kreuzprodukt von u. und ng erhalten.

Der Winkel zwischen Ebenen ist erklart als Winkel zwischen den Normalen-
vektoren. Die Berechnung erfolgt analog zum Aufgabenteil 2¢) mit U und R
an Stelle von t—p und v—¢.



