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Auf [-1,0] wird durch die Gleichung k(x) = /1- x? eine Funktion k definiert.

Bestimmen Sie die einparametrige Schar (gr) der ganzrationalen Funktionen
vom Grade <3, deren Graph bei x=2 die x - Achse schneidet und den Graphen
von k in seinem rechten Endpunkt berthrt.

Ersatzfunktion, falls die Bestimmung von g, nicht gelingt: gr(x) =rx— (;— + 2% +1.
Genau eine Funktion g der Schar (g,) hat iiber [0,2] das Integral% (Nachweis!).
Bestatigen Sie, dass dies die einzige Funktion vom Grade 2 in der Schar (gr) 1st.
Eine Funktion f wird tber [- 1, 2] definiert, indem man die Graphen von k und
von g‘[O,Z] zu Graph(f) zusammensetzt. Skizzieren Sie Graph(f).

Ermitteln Sie das Interpolationspolynom p(x) kleinstmoglichen Grades zu f fiir
die Stutzstellen — 1, 0 und 2 und weisen Sie nach, dass die Graphen von p und g
auferhalb der Stutzstellen keine gemeinsamen Punkte haben.

Durch Rotation des Graphen von f um die x - Achse entsteht ein eiformiger Kor-
per. Berechnen Sie sein Volumen.

Eine Ebene € hat die Gleichung x + 2y — 2z = 0 . Jeder Punkt P des Raumes
wird an der Ebene € zu P’ gespiegelt. Die zugehorige Abbildung der Ortsvektoren
des Raumes R wird mit ® bezeichnet.

Geben Sie einen Normalenvektor w der Ebene an und leiten Sie fur die betrach-
tete Abbildung die folgende Gleichung her: ®(¥) = § — 2- %u . Erlautern Sie
Thre Herleitung anhand einer Skizze.

Weisen Sie nach, dass die Abbildung & additiv und homogen ist, und bestimmen
Sie die Matrix M der Abbildung &.

Berechnen Sie das Produkt M-M und geben Sie eine geometrische Erklarung fur
das Ergebnis der Multiplikation.

Die Raumpunkte R( 47 ‘ 20 ‘ 38 ) und T( 45 ‘ 18 ‘ 36 ) sollen durch einen Stre-
ckenzug RST verbunden werden, wobei S in der Ebene € liegt.
Fur welche Koordinaten von S hat der Streckenzug RST minimale Lange ?

Losungstipp: Fertigen Sie eine Skizze an und betrachten Sie zundchst den Streckenzug RST’.

Die Punkte A( 0 ‘ 1 ‘O),B(l ‘2‘2)sowieCt(1 ‘t‘tZ)fﬁrte[—l;l]haben
die Ortsvektoren @, b, c. .

Zeigen Sie, dass die Vektoren @, b, c, fir jeden Wert t € [ — 1; 1 ] ein nicht ausge-
artetes Parallelflach aufspannen, und berechnen Sie sein Volumen V(t). Bestim-
men Sie den kleinsten und den grofiten Wert, den das Volumen annehmen kann.

Die Kante OC, bildet mit den Kanten OA und OB jeweils einen Winkel o, bzw.
B, Gibt es einen Wert von t, fur den diese beiden Winkel gleich grof sind?

Die Menge aller Punkte P, fur welche die Winkel POB und AOP gleich grof} sind,
wird mit DU ("Raumliche Halbierende von Winkel AOB?”) bezeichnet.
Klassifizieren Sie XL beschreiben Sie R durch eine entsprechende Gleichung.

Fur die Programmierung eines Computerspiels wird ein Verfahren benotigt, mit
dem schnell festgestellt werden kann, ob sich ein Raumpunkt Q(X‘Y‘Z) im In-
neren des Parallelflachs befindet. Beschreiben Sie - ohne die Rechnung durchzu-
fuhren - welche Gleichungen hierfur bereitzustellen sind, und welche Bedingung
beim Einsetzen von x, y, z in diese Gleichungen zur Lage von Q im Inneren des
Parallelflachs aquivalent ist.
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Losung zu A 1
Zu a) Wegen k'(x)=-— % ist k'(0) = 0. Das gesuchte Polynom g(x), das wegen

der Gradbegrenzung di_eXForm g(x) = ax® + bx® + cx + d hat, hat die Ableitung
g(x) = 3ax’ + 2bx + c. Es ergeben sich daher die folgenden Gleichungen:
a8 +b4d+c2+d=0 wegen g(2) =0,

d=1 wegen g(0) = k(0),

c=0 wegen g'(0) = k(0).

g hat also die verlangten Eigenschaften, wenn d=1, ¢ = 0 und 8a + 4b = — 1 gilt.
Daher ist b = —% — 2a; wahlt man also r = a als Parameter, so ergibt sich:

g (0 = x> — (% +20x% + 1.
2

Zu b) Die Bedingung Ofg(x)dx = % ist Aquivalent zu [2}(4 - %(% + 20)x3 +X:|z = % :
Einsetzen ergibt 4r —% - % r+2 = % und somit % r=0,alsor=0.

Die gesuchte Funktion g hat daher die Gleichung g(x) = - %X2 + 1.

Da gr(x) genau dann den Grad 2 hat, wenn x> den Koeffizienten 0 hat, also fiir
r = 0, ist g in der Schar die einzige Funktion der Schar mit dieser Eigenschaft.
Der Graph von f setzt sich aus einem Halbkreis

und einem Ausschnitt einer nach unten geoffne-

ten Parabel 2. Ordnung mit Scheitelpunkt (0‘1)

zusammen. Der Graph hat daher die rechts dar- - %

gestellte Form.

Zu c) Bei drei Stiitzstellen ist das Interpolationspolynom vom formalen Grade 2. We-

gen p(— 1) = p(2) = 0 hat p die Nullstellen — 1 und 2, also hat der Funktionsterm
von p die Form p(x) = k-(x+1)(x—2). Durch Einsetzen in diese Gleichung ergibt
sich aus p(0) = 1 die Gleichung 1 = k-1:(- 2), also k = — % Das Interpolationspo-
lynom hat daher die Gleichung p(x) = —% (x41)(x—2).
Durch Gleichsetzen der Funktionsterme von p und g ergibt sich eine Gleichung
zweiten Grades. Da diese nicht mehr als zwei Losungen haben kann und die
Stutzstellen 0 und 2 nach Konstruktion Losungen sind, gibt es aufler diesen
Stutzstellen keine weiteren Losungen der Gleichung und damit keine weiteren
Schnittpunkte der Graphen von g und p.

Zu d) Der Rotationskorper setzt sich aus einer Halbkugel und einem Paraboloid zu-
sammen. Fur das Rotationsvolumen V ergibt sich:

0 2 0 2
1
V:W/kz(X)dX+7T/g2(X)dX:7T/(1—Xz)dX—Fﬂ'/(—ZXz—Fl)de
-1 0 -1 0
1,]° 1 1
= w[x—gx3] _1+7T/(RX4—§X2+1)CIX
0
2
1 1 1 2 2 4 26
(1= 2) 7| x® o3 iy P W
7( 3)+7r[80x 5 x —|—X]0 37r—|—7r(5 3t ) TH

Das Rotationsvolumen betragt % T, also ca. 545 Volumeneinheiten.
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Losung zu A 2 p
Zu a) Das absolute Glied der Koordinatengleichung von € ist
0; € ist also eine Ursprungsebene. Ein geeigneter Nor- .
malenvektor ist an der Koordinatengleichung abzule- / €
sen: W = 1‘2‘ T Bezeichnet man den FuBpunkt des .
von P aus auf dle Ebene gefallten Lotes mit F, dann ist P
f =p + tn. Wegen u L f ergibt skalare Multiplikation
dieser Gleichung mit w die Gleichung 0 = p*t + tusw, also t = — % .
Somit ist f =p %u Da F der Mittelpunkt der Strecke PP’ ist, lasst sich p’

auf folgende Weise darstellen:

P’=P+2(f—13)=2f—p=2(p %I’O p=p- 2%1‘( Das war zu zeigen.

Zu b) Zu zeigen ist Additivitat und Homogenitat der Abbildung ®, also die Giiltigkeit

Zu ¢)

Zu d)

der Gleichungen ®(p+q) = ®(p) + ®(q) und &(r-p) = r-d(p) fir p, g e R®, r e R.

S(p+) = pq - 2080w = pg - 2w - 2w = BT n 4 g2
= (p) + (9 ,
Prp) =rp -2 u=rp-2rtu=r(p-200)=rdp).

Damit ist die Linearitat von ® gezeigt.
Die Spalten der Matrix von & sind die Bllder der Vektoren €, €, &5 der kanoni-

schen Basis von R®. Wegen W = (1‘2‘ 1‘2‘ =1+ 4 —|— 4 =9 ergibt
sich firi=1,2,3: ®(¢,) = ( e, — 2(epm) u ) somit erhalt man:

ey =E(oe, - 21.2] 2)T) =H{o-2|0-4 [04)T =B (7| 4] 4T

B(e,) = +(9e, — 2:2¢( 1\2\— ) =L(04|9-s o)=L (-4]1]8)F,

B(ey) = 2(9e, — 2:(-2)(1)2| -2)T) =L (0+4| 048 |9-8)T =L (4]8]1)

1 7 —4 4
DieMatrixvon@istalsoM=-| -4 1 8].
9 4 8 1

Als Produkt der Matrix M mit sich ergibt sich:

1 T -4 4 1 T -4 4
M-M:§ -4 1 8 '3 -4 1 8
4 8 1 4 8 1

1 49+16+16 —28—-4+32 28-—-32+4 1 0 0
=3 —28—-4+432 16+1+64 —-16+8+8] =10 1 0].
28 —-32 -4 —16+8+8 16+64+1 0 0 1

Die Einheitsmatrix ergibt sich, da die zweifache Spiegelung eines Punktes P an
einer Ebene wieder zum Punkt P fuhrt; die zugehorige Abbildung ®° ® ist also
die identische Abbildung des Raumes R®.

Einsetzen der Koordinaten von R und T in die linke Seite der Gleichung von €
liefert fur R: 47 + 2-20 — 2-38 = 11 und fur T: 45 + 2:18 — 2-36 = 11. Da beide
Ergebnisse identische Vorzeichen haben, liegen R R
und T im gleichen Halbraum der Ebene €. Bezeich-

net man das Spiegelbild von T an der Ebene € mit p
T’, dann sind die Streckenzuge RST und RST’ gleich / K

lang. Der Streckenzug RST’ hat aber minimale
Lange, wenn S auf der Strecke RT” liegt. ™
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Mit der Matrix aus Aufgabenteil b) erhalt man

= Mt=1(745-418+436 | -4-45+18+8:36 | 4-45+818+36) "= (43| 14 | 40)™.
Die Gerade durch R und T” hat die Parametergleichung § = ¢ + r-(t—v).

Die Koordinaten des Punktes S(X‘Y‘Z) haben daher fur ein geeignetes reR eine
Darstellung der Form: x =47 —4r,y =20 — 61,z = 38 + 2r.

Die Koordinaten von S erfullen auch die Ebenengleichung; Einsetzen liefert :

47 —4r 4+ 2(20 —6r) —2(38 4+ 2r) =0, also 11 = 20r und somitrZ%.

Damit ist S = (47 + 21-(—4) | 20 + 33(-6) | 38 +11-2) = (448 | 16,7 | 39,1).

Losung zu A 3

Zu a)

Das Volumen des von @, b, ¢, aufgespannten Parallelflachs ergibt sich als Betrag
des Spatprodukts der drei aufspannenden Vektoren bzw. der Determinanten mit
den Spaltenvektoren , b, c. V() = H a, b, ¢ H = ‘ 2 — 2 ‘ =22,

Wegen t € [-1; 1] ist t2 < 1, also V(t) > 0; das Tetraeder ist also fiir keinen zulissi-
gen Wert des Parameters t ausgeartet.

Dieser Term 2 — t2 mit t € [-1; 1] beschreibt einen achsensymmetrischen Aus-
schnitt einer nach unten geoffneten Normalparabel mit Scheitelpunkt (0‘2) und
ganz im positiven Bereich, da die Nullstellen des Terms ( ~ /2 und /2 ) nicht im
Definitionsbereich liegen.

Der grofite Wert wird im Scheitelpunkt angenommen: V_ = V0)=2.

Seinen minimalen Wert nimmt V(t) in seinen beiden Randpunkten an:

V. =V(-1)(=V(@1)=1

Zu b) Fir die beiden zu betrachtenden Winkel gilt:

Zu ¢)

Zu d)

Cy * t coxb 142t +2t2

COSlL Ot ) = = ;  COS = —
() = e e T’ ) =T e~ el 3

Gleichheit liegt also genau dann vor, wenn 3t =1 + 2t + 2t gilt.

Die aquivalente quadratische Gleichung t2 - 05t 4+ 0,5 = 0 hat keine Losung, da
die Diskriminante 0,252 — 0,5 negativ ist.

Es gibt also keinen Wert von t, fur den die Winkel o, und {3, gleich gro8 sind.

Bezeichnet man die Koordinaten von P mit x, y, z und die betrachteten Winkel
mit o und 3, so ergibt sich:

cos(ar) = pxa y cos(B) pxb  x+2y+2z

BERECIRREE “elel Tel3

Genau dann liegt also Gleichheit vor, wenn 3y = x + 2y + 2z gilt. Agivalenzum-
formung fuhrt zu x — y + 2z = 0. Das ist die Gleichung der Ebene durch den Ur-
sprung. Die "Winkelhalbierende” 9 ist also die Ursprungsebene mit dem Nor-
malenvektor (1 ‘ -1 ‘ 2 )T.

Das Parallelflach wird von drei Paaren aus den jeweils beiden parallelen Ebenen
durch gegenuber liegende Seiten des Spats bestimmt. Ein Punkt Q liegt genau
dann im Inneren, wenn er in allen drei Fallen jeweils zwischen den beiden Ebe-
nen eines solchen Parallelenpaares liegt. Wenn die Gleichungen zweier paralleler
Ebenen mit gleichgerichteten Normalenvektoren aufgestellt werden, dann ist die
Lage von Q zwischen den Ebenen (also auf verschiedenen Seiten der Ebenen)
dazu aquivalent, dass sich beim Einsetzen der Koordinaten von Q in die linken
Seiten der Ebenengleichungen Werte mit entgegengesetzen Vorzeichen ergeben.

Genau dann, wenn dies in allen drei Fallen geschieht, liegt der Punkt im Inneren

des Parallelflachs.



